
 

    IRRACIONÁLIS   KITEVŐJŰ   HATVÁNYOK 
 

I.            .            Bizonyítás:        Az   a=1   eset nyilvánvaló,     -re pedig:  ),(, QR ∈→∈ + rrrra nn ⇒ rr aa n → 1≠a
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II.               és  független az     sorozattól.       )\,(, QRQR ∈∈→∈ + xrxra nn ⇒ +∈∃ R)(lim nra )( nr

Bizonyítás:   1.   Az   a=1   eset nyilvánvaló.   2.     esetén:    Legyen  (   monoton növő   x  –hez tartó  racionális tagú sorozat. 1>a )ns

⇒              ( u.i. (  mon.növő és f.korl. ). 1 1][1 +<≤∈∀⇒ + xss aaan nnN][1 +<≤≤∈∀ + xxssn nnN ⇒ +∈∃ R)(lim nsa )nsa

Ha  (   x –hez tartó  tetsz.  (rac.tagú)  sorozat,  akkor        ⇒         =   . )nr 0→− nn sr )(lim1 nnnnn sssrr aaaa ⋅→⋅= − )(lim nsa
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Definíció ( irracionális kitevőjű hatvány ) :        racionális tagú sorozat. xraaxa n
rx n →=∈∈ + ,)(lim:,\, QRR

Megj.:    Az  I. alatti állítást is figyelembevéve,    ∀      ahol      racionális tagú sorozat. )(lim,, nrx aaxa =∈∀∈ + RR xrn →

1. Állítás:  . yxyx aaayxa ⋅=∈∈ ++ ,, RR

Biz.: Legyenek   és   rac.tagú sorozatok.   . ☻ xrn → ysn → =⋅== ++ )(lim)(lim nnnn srsryx aaaa yxsr aaaa nn ⋅=⋅ )(lim)(lim

2. Állítás:  . yxyx aayxa ⋅+ =∈∈ )(,, RR

 

3. Állítás:  . xxx babaxba ⋅=⋅∈∈ + )(,, RR

Biz.: Legyen       rac.tagú sorozat.     (  xrn → =⋅ xba ) ( )rba n =⋅ (lim)(lim

4. Állítás:  esetén  yxyxaa <∈⇒>∈ + ,,1, RR yx aa <

   esetén yxyxa <∈⇒< ,,1 R yx aa >

Biz.: Legyenek      és     rac.tagú sorozatok,   és  xrn → ysn → <<< ysrx ,

ha   :    ; 1>a yssrrxssrr aaaaaaaaaa nnnn =≤<≤=⇒<<< )(lim)(lim

III.      ⇒      .           Bizonyítá),(, RR ∈→∈ + xxxxa nn
xx aa n →
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Biz.:   Később  bizonyítjuk. ☺ ►
xxrrrr bababa nnnn ⋅=⋅=⋅ )(lim)(lim)  . ☻ 
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s:        Az   a=1   eset nyilvánvaló,     -re pedig: 1≠a

ε    ( felhasználva, hogy  1→n a   ),  és   
M
1  -hez 

ε+ ,   tehát    ;    ha   pedig  ,   akkor    1→nxa 1<a

       ☻ ⇒ xxxxxx aaaaa nn =⋅→⋅= − 1  .
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  2.  Állítás :    a .)(,, yxyx aayx ⋅+ =∈∈ RR             Bizonyítás:  
►
 Legyen  xr →    rac.tagú sorozat  és    .   Ekkor   (  ,   n Q∈r ( ) ( ) rxrrrrrrrx aaaaa nnn ⋅⋅ ==== )(lim)(lim)(lim)

 így ha       rac.tagú sorozat,     akkor    ysn → ( ) yxsxsxyx aaaa nn ⋅⋅ === )(lim)(lim)(  .        ☻ 

 

EXPONENCIÁLIS   FÜGGVÉNYEK 
 

 

Definíció :       az   a  alapú  exponenciális függvény.          Jelölés:   exp  .  xaxffa =→∈ ++ :)(:,}1{\ RRR a

Megj.:     szigorúan  monoton  növő  függvény,  ha  a > 1 ,         szigorúan  monoton  fogyó,   ha   0 < a < 1 .  aexp

 

LOGARITMUSFÜGGVÉNYEK 
 

 

IV. .     Bizonyítás:  1.    :       ( u.i.   ). baxba x =∈∃∈∈ ++ R!RR ,},1{\ 1>a MM abaM <<∈∃ −N +∞→na

MdMc =−= :,: 11 ;   és    
2

: nn
n

dcfn +
=∈N∀ ;     ,  d  ,  ha  ;      ,  d  ,  ha  . nn fc =+ :1 nn d=+ :1 ba nf ≤ nn cc =+ :1 nn f=+ :1 ba nf >

⇒   (Cantor kp.t.)    mon. növő,      mon. fogyó   ⇒        és      ⇒   . xcx n →∈∃ R! xdn → baa xcn ≤→ baa xdn ≥→ bax =

(Felhasználtuk, hogy a konstrukció miatt   .)         2.    :        nn dc aban <≤∈∀ N 1<a R! ∈∃ x
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        . ☻ ⇒ bax =

 

Definíció ( a  alapú logaritmus ) :         ,     melyre     .  xbba a =∈∈ ++ :log,},1{\ RR bax =

 

Köv.:  1. 1log =aa  2. bxbx a
x

a loglog ⋅=∈∀ R  3. yxyxyx aaa logloglog, +=∈∀ +R   
 

4. +∈∀ Ryx,      1     esetén    log  ,            0     esetén    .   ⇒< yx >a yx aa log< 1<< a yx aa loglog >

 

V.             .           Bizonyítás:       Ha   a ,  akkor ),(},1{\ ++ ∈→∈ RR xxxxa nn ⇒ xx ana loglog → 1>

1.      esetén:                            ; 1=x NR ∈∃∈ + Mε Mn ≥∀ εε axa n <<− ⇒ εε <<− na xlog ⇒ 1log0log ana x =→
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   Definíció :       az   a  alapú  logaritmusfüggvény.        Jelölés:    .  xxffa alog:)(:,}1{\ =→∈ ++ RRR alog

 

                                                                                         

 

Az  exponenciális  és  logaritmus- 
függvények   grafikonja: 

 (   a = 10     és     a = 0.1    esetén  ) 

expa loga a > 1 a > 1 

a < 1 

a < 1 

                                                                                                                                                                                                        2003.09.16 


