1. Emlékezteto : ( Differencialhatdsag, a derivalt folytonossaga )

Amikor egy fiiggvény differencialhatosagat vizsgaljuk egy u € D(f) N D(f)' pontban, hasznos lehet az alabbi elégséges felt.:

Ha az [ fiiggvény differencialhaté az (u,u+r) [ill u—r,u), r>0] intervallumban,
folytonos az u -ban, és Alim /" [ill. lim /"] jobb- [ill. bal-] oldali hatarérték,  jeldljiik ezt o -val,
u—0

u+0
akkor 3 lim Mza [ill. 3 lim S(x) = f(u) _

x—>u+0 X—u x—>u—0 X—Uu

a ]

Bizonyitas : A jobboldali hatarértékre bizonyitjuk, a baloldali hasonloképpen bizonyithaté. & e R* 38 e R, § <r,

Vte,u+d) f'(t)eB,e) = Vxeu+d) I& e, x)c (U, u+d) M=f’(§) eB,e) . @
X—u

Kovetkezmény : Ha az u helyen folytonos f fiiggvény az u nak valamely kornyezetében minden u -t61 kiillonbdz6 pontban
differencialhat6 és a derivaltnak u -ban véges hatarértéke van, akkor faz u helyen folytonosan differencialhato, f'(u) =1lim f".
u

Példa : az arccosocos fliggvény derivaltfiiggvényének meghatarozasakor, az wu=k-m, keZ helyeken nem

alkalmazhatjuk a kompozicio derivalasi szabalyat, u.i. a +1 és —1 helyeken az arccos (kiilsd) fiiggvény nem differencialhato.
A fenti tétel alapjan viszont konnyen lathatd, hogy ezeken a helyeken a kompozicionak az egyoldali derivaltjai léteznek,
kiilonbozoségiik (+1 és —1 ) miatt azonban a fiiggvény ezeken a helyeken nem differencialhato !
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= (arccosocos) (2kn)=1, (arccos o cos)_( 2kn) =—1,

(arccos o cos),, ((2k+1)mt) =—1, (arccosocos) ( (2k+)m)=1.

2. Emlékezteto : ( Derivalt szakadasa )

A Darboux tételbdl azonnal kovetkezik, hogy egy intervallumon differencialhatod fiiggvény derivaltjanak nem lehet els6faju
szakadasa, tehat ha egy u € D(f")=1 helyen f' nem folytonos, akkor f'-nek legalabb az egyik oldali hatarértéke vagy nem

létezik, vagy létezik, de nem véges. A jobbrdl nem folytonos esetre mutatjuk meg, hogy a szakadas csak masodfaji lehet, a
baloldali esetre hasonl6 az allitas és a bizonyitas.

Ha az f fliggvény differencialhatdo az [u,u+r) intervallumon (r>0), ésaz f” derivalt nem folytonos az u -ban,

akkor vagy  nem létezik a lim f’ jobboldali hatarérték, vagy 3Jlimf'¢R
u+0 u+0

Bizonyitas : Indirekt. Tegyiik fel, hogy Ilim /' =a € R. Mivel f' nem folytonos az u -ban, f'(u)=o . Igyha B az
u+0

f'(u) és o kozé esé szam, pl.ha o <P < f'(u), akkor a hatarérték definicidja alapjan ¢ = |[3 —a| eR"-hozis 38 eR",

8 <r, hogy Vie,u+d) f'(t)e B(o,e) = rogzitett ve (u,u+d)-retehat f'(v) e B(a,e), Vte(u,v) f'(t)e B(,e),

f'(u) & B(o,e), igy a B és f'(u) kozé es6 szamokat f” sehol nem veszi fel az (u, v) intervallumban, ami ellentmondas . @

Megj.: A fentiek miatt nyilvanval6 pl., hogy nincsen olyan differencialhaté f valds fliggvény, melynek derivaltfiiggvénye az

egészrész fliggvény (entier), vagy az eldjelfiiggvény (signum), hiszen ezek olyan fiiggvények, melyeknek elséfajii szakadasuk
van (az egész helyeken, ill. a 0 helyen).



3. Példa: ( Taylor sor, Osszegfiiggvény )

1/x2

Az R -en értelmezett f(x):=e" (x #0), f(0):=0 hozzarendeléssel definialt fiiggvény végtelen sokszor differencialhato,

és a 0-beli derivaltak mindegyike zérus, azaz Vne N f (")(O) =0.

Bizonyitas :

2
Az x#0 esetre eldszér belatjuk, hogy VneN 3 £ (x)= p3,,(%)-e_1/ Y, ahol p3, 3n-edfoka polinomfiiggvény.

2
Valoban, n=1-re f'(x)= %-e_l/ Y, tehat p; = 2id3; ha pedig n -re igaz az allitas, akkor az n+1-dik derivalt:

SO = Py (1) (e 4y (1) (B0 = (= py (1) (-1 42 (5 (1) )67 melybi

—1/x?

lathato (felhasznalva, hogy p'5, 3n—1-edfoka polinom), hogy e szorzotényezdje ——nek 3n+3 fokszamu polinomja.

Az x =0 -beli derivaltak 1étezése és 0 értéke teljes indukcioval bizonyithatd, felhasznalva f =1 0_beli folytonossagat ¢és a

1
: . Pa() k/2
lim f (")(x) = lim n—’z‘ =0 hatarértéket ( a szamlaloban véges szamu konst (1—2) alaku tag 6sszege all (k € N), igy
x—0 x—0 el/x x

a tagonként vett hanyadosok mindegyikének hatarértéke 0, (Komp. II. hat.érték, x— 1—2 belsd fgv., x> % kiils6 fgv.) ). @
x e

2
Kovetkezmény: Az R -en értelmezett f(x):= e /¥ (x #0), f(0):=0 hozzarendeléssel definialt f fliggvény O kortili Taylor
sora az egész R -en konvergens, 0sszegfiiggvénye a konstans 0 fuggvény. f 0 korili Taylor sora tehat csak egyetlen pontban,
a zérus helyen allitja el6 a fliggvényt. (A kifejtési helyen ez egyébként minden fiiggvény esetén nyilvanvalo.)
Megforditva viszont tudjuk, hogy ha egy hatvanysorbol indulunk ki, akkor az 6sszegfiiggvényének Taylor sora maga a hatvanysor,
azaz a hatvanysor egyiitthatoit az sszegfliggvénye egyértelmiien meghatarozza (nincsen két kiilonb6z6 hatvanysor, melyeknek az

Osszegfiiggvénye megegyezik).

Barmely hatvanysor 0Osszegfiiggvényének Taylor sora tehat maga a hatvanysor, viszont egy fliggvény Taylor soranak
Osszegfiiggvénye nem feltétleniil maga a fiiggvény.

4. Emlékezteto : ( Taylor sor 0sszegfliggvénye )

A Taylor formula kdvetkezményekeént sziikséges ¢és elégséges feltétel adhato arra, hogy a Taylor sor eldallitsa a fliggvényt:

Valamely / intervallumon végtelen sokszor differencialhatd f fiiggvény, uel é xel esetén:

f)= ——

n=0

+0  o(n) n
Sw “(x—u)" < lim R,(x)=0, ahol R,(x)= f—('E") -(x—u)" amaradéktag, & az u és x kozotti érték.
n! n—+o n:

Bizonyitds : Legyen xel, &eR".

+oo  ,(n) (k)

f(x)—zf @) (x-u)' & 3IMeN VneN, n>M ‘f(x) zf (u) u) ‘f(i) (x—u)" @
P k=0 K

Kovetkezmény: Ha az [ intervallumon végtelen sokszor differencidlhaté f fliggvény derivaltjaihoz

JKeR" hogy VneN Vxel ‘ f(")(x) ‘ < K, akkor f barmely u € I korili Taylor sora / -ben eldallitja a fiiggvényt,

azaz Vxel

(m)
zf() a

(1)
Bizonyitas : Legyen xe /. Ekkor VneN 3& wuésx kozott, melyre |Rn(x)|:‘/n—'@-(x— Y<K- ‘x u‘ -0.0

Pl.a sin, cos, sh, ch, exp filiggvényekre, az u = 0 helyre és I = (—r, r) intervallumokra alkalmazva (r € R¥) : VxeR:

+ 00 (_1)}’! + 00 _l)l’l + 00 1 + o0

. 2n 2n+l1 1 s 1 X"
sinx = —. = ——.x“" shx= —X , chx= s —
,E) Q2n+1)! = (2n)! EO Q2n+1)! EO et § n




