Kulces az irasban beadando néhany hazi feladathoz

2. Gyakorlat : (2003 szept.22. hétfs, szept.24. szerda)

4. Van-eolyan f:R — R differencidlhato fiiggvény, melyre limf =400 és lim f'=1 ?
— 00 — 00

Nem létezik ilyen fiiggvény, u.i. :
1

lim f"=1 = Minden 1-nél nem nagyobb pozitiv & szdmhoz 36 >0 Vxe (—oo,—%) f'(x)e B(lLe)cRY, igypl. &= 7

36>0 Vxe(—oo,—%) f’(x)>%>0 = f szig. mon.nd a (—oo,—%) intervallumon = 3Flimf =inf R(f)# +oo !
—

5. Van-e olyan valos fliggvény, melynek derivaltfiiggvénye az egészrész fliggvény ?

Nem létezik olyan differencialhatd f fiiggvény, melynek derivaltfiiggvénye az egészrész fliggvény, hiszen az egészrész fliggvénynek
az egész helyeken els6faji szakadasa van, tehat nem Darboux tulajdonsaga fliggvény, f' viszont igen (Darboux tétel).

6. Bizonyitsuk be, hogy haaz f differencialhato fiiggvény derivaltfiiggvénye korlatos valamely 7 < D(f) intervallumon, akkor
f az [ intervallumon egyenletesen folytonos !
Igaz-e, hogy ha f az [ intervallumon egyenletesen folytonos, akkor derivaltfiiggvénye korlatos az I intervallumon ?

JKeR" Vxel |f'(0)|<K = Vx,yel 3& az x é y kozdit, melyre | f(x)— f(0)]=| f(€)-(x=»)|<K:|x-y].
tehat ha £>0 és |x-y|<—=, akkor |f(x)=f(3)|<K-|x-y|<s, tehat pl. & :=— teljesitiaz &-hoz létez8 def.-t.

/" korlatossaga nem sziikséges feltétele az egyenletes folytonossagnak, példa erre a négyzetgyok fiiggvény, amely Heine tétele
szerint az értelmezési tartomanyanak barmely korlatos és zart intervalluman egyenletesen folytonos, igy pl. egyenletesen folytonos az

I1=(0,1) =[0,1] intervallumon is, melyen azonban a derivaltja nem korlatos, hiszen lim f'(x) = hm ST

x>0 50 2y x

3. Gyakorlat :  (2003. szept.29. hétfs, okt.1. szerda)

1. Irjuk felaz f fliiggvény O helyhez tartoz6 5 -dik Taylor polinomjat, ha a hozzarendelés :
2
A. f(x)=cos’x, B. f(x)=e", C. f(x)=In(+x?), D. f(x)=41-x, E. f(x):=arcsinx !

A fDry=Df 2" sin2x, ha n=2k+1, keNy., ) =(D"-2"" cos2x, ha n=2k, keN , igy

a derivaltak 0 helyen vett értékeit felhasznalva kapjuk, hogy Cos (x)= 1—% x4 % xt ==t %-x4.

1 2 : < D"
Megj.: Felhasznélva, hogy cos” x = % = % -(1+cos 2x), tovibba mivel VxeR cosx= ) ((2 ))' X

amo (2n)!
: 2 1L &ED oo
igy is okoskodhattunk volna: VxeR cos”x —1+— Z 2! -(2x)*" , eztehat f Taylorsora, melybdla Taylor
o @n)!
2k-1

polinomok kézvetleniil adédnak:  Vn e Ny chi x)=1+ z (~DF. 0 K s Ty +1(x) 00(2)2 (x).

B. Egyszertlibb, ha a derivaltak meghatarozasa helyett  az exp fliggvény 0 kozéppontu Taylor sorat hasznaljuk fel :

+00 , +o o
VxeR e'=) —'~x", igy VxeR e' = z ( =3 —'-x2" , eztehat f 0 kozéppontu Taylor sora,
n=0 " n=0 " n=0
n
. 1
melybdl a Taylor polinomok kozvetlenill adédnak:  Vn e Ny TOe;E (x )— rrl kg Toegg @)= TOe;E (x).
=0
C. El8szor az f' fluggvény Taylor sorat vizsgaljuk : A geometriai sorok 0sszegét felhasznalva Vx e (-1,1)
1 +00 +00
f'(x) =2x- > =2x > (—x?)" = > (-D"-2 x2"1 melybél a hatv.sorok dsszegfv.-ének diff hatésaga szerint Vx € (-1, 1)
1+x n=0 n=0
5 2042 O ) s (D2
+ 1 . , — + _
f(x) = const + ZO -n" '2'ﬁ~x "< Ebbdl f(0)=0 miatt const =0, igy f(x)= ZO X (1) = Zl ——x ",
n= n= n=

2k

. n k-1
eztehat f Taylor sora, melybdl a Taylor polinomok: Vne N T0f2n (x) = Z %-x és Tofznﬂ(x) =Ty 0, (%)

k=1




Vegyiik észre, hogy D(f)=R, a 0 kozépponta Taylor soranak konvergenciasugara pedig 1 (felhasznalva, hogy a hatvanysor és
derivaltsoranak konvergenciasugara megegyezik). Figyelembe véve, hogy f Taylor sora az 1 és —1 helyeken is konvergens

(Leibniz tétel)), tovabba mivel a hatvanysor Osszegfliggvénye folytonos (Abel tétel), az 1 és —1 helyeken az Osszegfiiggvény
helyettesitési értékei az [ (folytonos fliggvény) altal felvett értékekkel egyeznek. Az f fiiggvényt tehat a 0 kdzépponta Taylor sora

+® n—-1
a [-1,1] intervallumban el6allitja, azaz Vxe[-1,1] In(1+ xz) = z % L x2n (a tobbi helyen a Taylor sor divergens).
n=1

D. f(x)=41-x = D(f)=(-x,1], Vxe(—wo1) akarhanyszor differencialhatd, f'(x)=— 2.\/11: , SfM(x) = W,

2n-1

(1-x) 2

(2n 3) (2n-3)!

B on. (1_x)2n—1

n >3 esetén a derivaltak: £ (x) = (ez egyébként n =1, 2 -re is fennall, def.: (=D)!:=1),

melybol a derivaltak O helyen vett értékeit felhasznalva 0 kozépponta Taylor sora az 1-— (2n=3)1 -x" hatvanysor .
Y y PP y 2m y
5 1
A Taylor polinomok ebbdl kdénnyen meghatdrozhatok, pl. az o6tédik :  Tj 5(x) :1—%~x—% x° —% X —% x4—ﬁ X .
. . . . . 2n—-1
egyiik észre, hogy a fenti hatvanysor konvergenciasugara a hanyados kritérium alapjan 1, hiszen nil | _ 21 x| —>|x
Vegyiik észre, h fenti hatva k hanyados krité lapjan 1, h ”+122
n+

Megj.: A binomidlis tétel ismeretében (Id. 5. Emlékezteto ) egyszeriibben is megkaphattuk volna a fentieket, nevezetesen:
+o0

a
Ha aeR\N, akkor Vxel, (1+x)%= Z ( J-x” , ahol (-1,1)c I c[-1,1] a binomialis sor konvergenciaintervalluma,
n=0 \"
(ha o nemnegativ egész, akkor a binomialis sor véges 0sszeg, s az egyenldség minden valds x -re teljesiil ! (ld. L.évf. Lfélév))
a) a-(a-1)-.-(a—n+l) -1 (2n-=3)N w1 (2n-=3)N
= =) =)
n n! 2" . n! 2n)!

= «a :% és n2>1 -re abinomidlis egyiitthatok:

, igy

1 + o0
ha xe(-1,1), semiatt —xe(-11), akkor | 1-x =(1+(-x)2=1+) (- p* . (2(’21 )3')" Y= 1—2(3”?')'”- ,
n=1

ez tehat a fiiggvény 0 kdzépponti Taylor sora. (Az x=-1 és x =1 helyeken a konvergencia természetesen kiilon vizsgalando.)

E. [f'(x)= arcsin'(x) = miatt elészor  f* Taylor sorat vizsgaljuk, a binomialis tétel alkalmazasaval :  Vx e (-1, 1)

1
\ 1-x°

(1+x)_5=+20‘,0[ IJ =Sy D ey~ el ) miat = 3y 2D

o — 2 n:
10 1= @m! = amn )

@n-ptt < @n-D il :
Z ! J melybdl Vxe(=1,1) f(x)=c+ Z m x7"™ (u.i.a * hatv.sor ez utébbi hatvanysornak a
n=0 n n=0 + n

+ o0 _1\n
derivaltsora). EbbSl £(0)=0 miatt ¢ =0, igy Vxe(-L1) f(x)= __@n=DY e
= @2n+1)-2n)

fennall.) Eztehat f 0 kozépponta Taylor sora, melybdl a 0 kdzépponti Taylor polinomok mar kozvetleniil leolvashatok.

. (Bizonyithat6, hogy x ==*1-reis

2. Kizarélag csak a négy alapmiivelet felhasznalasaval hatarozzuk meg ﬁ és /10 értékét 4 tizedesjegy pontossaggal !

+
J5=2J1+174 ¢ J10 =3.[1+1/9 miatt a Vxe(-11) ,/l+x:l+2(—1)”_1-(?;;§')'”-x” sorfejtést (1d. a D.
n=1 h

alatti feladatot !) alkalmazzuk. A Taylor formula alapjan, ha 4/ 1+x -et az n-dik Taylor polinomjaval kozelitjiik, akkor az

elkovetett hiba R, (x) = (~1)" - ijl”(’”’l’)' 7 L__.x™1 ahol £ a 0 é x kozotti érték, igy pozitiv x-ek esetén a hiba
{(n+1)! (1+§) n+
abszolut értéke | R, (x) | < ((22(213)”” "1 Hatehdt n-et ugy valasztjuk meg, hogy ezen hiba 2-szerese (x =1/4 esetén) ill.
3-szorosa (x =1/9 esetén) kisebb legyen, mint 5.107, akkor T, . (x) mar jo kozelités lesz. Az x=1/4 esetben pl. n=4-re
5. -5, ., , -5 p ,
2-%-%%5.3-10 még nem jo, de n=15-re mar 2'%'7~1 107 < 5-10 megfeleld, tehat 2-T5 (%)

4 tizedesjegy pontossaggal megadja \/? értéket, \/? ~2- (1+7~%—ﬁ'4%+ 21436 4%— 214.13‘.65'8 ~4—14+ 2143658710 '41—5)z 2.2360764 .

Az x=1/9 esetre kevesebb a szamolds, n=2-re 3'm'9—3~3 107 nem, de »=3-ramar 3-m'—~2 107 < 5-107°
megfeleld, tehat 3-T; (—) 4 tizedesjegy pontossiggal megadja 4/ 10 értékét, /10 ~3- (1+—-——ﬁ- 912 + 246' L)~ 3.162294 .




