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Ennek a jegyzetnek a célja, hogy a vizsgara késziilést segitse. Nem pontosan az el6adasok anyagat
tartalmazza, a logikai felépitést és a kifejtést néhol kicsit megvaltoztattam. Sajnos tal kevés visszajelzést
kaptam. A jegyzet gépelési hibakat tartalmazhat, kérem értelemmel kezelni és nekem jelezni. Az esetleges
hib4dk nem mentenek fel senkit a vizsgan. Ha valami nem vilagos, konzultacion lehet kérdezni.

A jegyzet folyamatosan bdviil, a mult félévben tanult anyagra rendszeresen hivatkozom. E jegyzet
kiegészitéseként ajanlom az el6adds Power Point prezentéacioit, melyek megtaldlhatok honlapomon,
valamint Karolyi Katalin gyakorlakokhoz készitett anyagait, melyek az & honlapjén lelheték fel. Tovabbi
ajanlott irodalom a vizsgéara késziiléshez:

e T. S6s Vera: Analizis 1/1, 1/2, jegyzet, Tankonyvkiado (Taylor polinomok, Taylor formula;
Riemann integrdl)

e Urban Janos: Hatarértékszamitas , Bolyai sorozat, Miiszaki Kiado (Taylor sorok és hatvdanysorok,
feladatgydjtemény, de elmélet is kidolgozott feladatok formdjdban.)

e Németh J., Varga A., Az integralrol, Kozépiskolai szakkori fiizet, Tankonyvkiado (Kézépiskolds
szinten foglalkozik az integrdllal. Fontos olvasmdny.)

e Petruska Gyorgy: Analizis 1., Egyetemi jegyzet, ELTE (Témor jegyzet, Taylor sorok, Riemann
integrdl)

e Barczy Barnabas: Integralszamitas, Bolyai sorozat, Miiszaki Kiado (Feladatgydjtemény)

e Szasz Pal: A differencial- és integralszamitas elemei 1., Typotex (Hatvdnysorok, Taylor sorok,
Riemann integrdl. Klasszikus kényv sok példdval.)

1. TAYLOR POLINOMOK

A tovabbiakban annak a gyakorlatban igen fontos probléménak szenteljiik figyelmiinket, hogy hogyan
lehet differencialhato, szép fliggvények fliggvényértékeit kozelitsleg kiszamolni polinomok segitségével.
A konkrét szituacid, amire gondolunk, a kévetkezs: probaljuk meg meghatarozni sin 1 vagy In2 értékét
tetsz6leges pontossaggal. Mivel szamitogépek, szamoldgépek csak az alapmiiveletekkel tudnak szamolni,
ezért probalunk polinomokkal kozeliteni. Fontos még kiemelni, hogy az el6z6 két feladatnak megvan az
a kozos jellemzGje, hogy mind a sin, mind az In fliggvényrél egy masik, nevezetesen a 0 valamint az 1
pontokban ismerjiik a fliggvényértékeket és a derivaltak értékeit.

Fogalmazzuk meg altalanosabban a feladatot. Legyen D(f) = I intervallum, a € int I bels6 pont és f
legyen (legaldbb) n-szer differencialhat6 az a pontban. Keressiik azt a p,,(z) = bg+byz+box? +. .. +b,2"
képlettel megadott n-edfoku polinomot, amely a ,lehets legjobban” kozeliti az f fliggvényt.

Miel6tt tovabb mennénk, tisztdznunk kellene, mit is értsiink a ,lehet6 legjobb” kozelités fogalman.
Bar a kozelitd polinomot kés6bb az a ponttdl kiillénboz6 helyeken szeretnénk hasznélni, hogy a fligg-
vényértékeket kozelitsiik, mivel az f fiiggvényt az a helyen ismerjiik, kézenfekvének latszik, hogy olyan
polinomot keressiink, ami az a helyen kozelit a ,lehetd legjobban”, és reménykedjilink, hogy ez a kozelits
polinom koézeli x értékekre is jol miikodik.

Az a pontban vett lehetd legjobb kozelitésnél kétféle dologra is gondolhatunk.

o Az egyik, szemléletesen kifejezve, hogy ha nagyitoval ranéznénk a két fliggvény grafikonjara, akkor
azok nagyon egybesimulnak, azaz alig lehet 6ket egyméstol megkiilonboztetni. Ezt analitikusan
gy lehet megfogalmazni, hogy a derivaltak ameddig csak lehetséges megegyeznek, azaz

(@) = pala), f'(@) = pj(a), ..., f(a) = pi(a).

Nyilvan egy n-ed foki polinom n + 1-edik derivaltjara nem frhatunk elg feltételt (miért?).
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e A masik, amire gondolhatunk, hogy az f(x) — p,(x) kifejezés a lehets leggyorsabban tartson
nulldhoz, ha z tart a-hoz. Hogy ez alatt mit értiink, ahhoz szoritkozzunk egy pillanatra elséfoku
polinomokra. A jo kozelitéshez nyilvan sziikséges, hogy f(a) = p1(a). Folytonossag miatt viszont
ekkor mar

lim (£(z) - p1(2)) = 0.
Nyilvan a legjobban kozelitG egyenestsl ennél sokkal tobbet varunk. Valoban, mult félévben
lattuk!, hogy ha p;(z) = f'(a)(z — a) + f(a) az érints, azaz a legjobban kozelits egyenes, akkor
nemcsak a fenti hatarérték 0, hanem

@) )

z—a T —a
Tehat (f(x) — p1(x)) az (z — a)-nal gyorsabban tart 0-hoz.

=0.

o 1) = paa)

r—a (1; — a)n

=0.
A kovetkezg allitds azt mutatja, mindkét fogalommal ugyanarra az eredményre jutunk.

1.1. Tétel. Legyen D(f) = I intervallum, [ (legaldbb) n-szer differencidlhaté az I intervallum belsejében,
a € int I belsd pont és tekintsik a

f"(a)

o (xz—a)”

tan(2) ==tn(z) = fla) + f'(a)(x —a) +... +
polinomot. Ekkor

(a)

(v)
o 1@) = ta(@)

=0
r—a (:c — a)” ’

(c) és ha p,(x) olyan legfeljebb n-ed foku polinom, melyre (b) teljesil, akkor t,(x) = p,(x).
Bizonyitds. Az (a) allitas nyilvanvalo, hiszen

f"(a) n—
= k)!(xfa) k.

A (b) allitas bizonyitasdhoz vezessiink be 1j jeloléseket az egyszertsités kedvéért. Legyen g(z) :=
f(@) —t,(x). Az (a) allitasbol kovetkezik, hogy

9@ =g'(a)=...=¢" () =0.
Legyen tovabba h(z) = (z — a)", erre az (a) pont alatt elvégzett szamolassal adodik, hogy

AR (z)=nn—1)-...-(n—k+1)(z—a)"* (0<k<n),

tW (@) =0+ fP(a) + fF D (a)(z —a) +... +

igy specialisan h("~1(z) = nl(z — a) és
h(a) =h'(a)=...=h"Y(a) =0.
A Cauchy kozépértéktétel szerint barmely x € I ponthoz talalhaté olyan «y € (a,x) vagy a1 € (z,a),
aszerint, hogy a < = vagy z < a, hogy

g(x) _ g(x) —gla) _ g'(a)
hz)  h(z)—h(a) R(a1)

Hasonloan, teljes indukcioval talalhatd ao,...,a,—1, melyekre axi1 € (a,ar) vagy art1 € (ag,a)
aszerint, hogy a < = vagy x < a, és
9(z) _g(a1) _g'la)—g'(a) _g"(a2) _  _ ¢" V(an1) — 9" V(a)
h(z) W(a) H(o)—HW(a) W'(a) ~ hOYD(a,_1)—h"D(a)

IMualt félevi jegyzet 3.15 Tétel.
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Mivel a feltétel szerint g1 is differencialhaté, igy a mult félevben tanult jellemzés szerint? talalhato
e>0¢ér:(a—e,a+e)— R, hogy y € (a —¢e,a+¢) esetén

g (y) = g V(a) = " (a)(y — a) + r(y),
ahol

— 0, ha y — a,

igy barmely z € (a — ¢,a + ) esetén
(n)
g(x) _ l g(n)(a)+ T(anfl) . g (a‘) :07 ha z — a,
h(z)  n! ap—1—a n!

hiszen ilyenkor a,,—1 = ap,—1(x) — a is kovetkezik.

A (c) allitas bizonyitasédhoz tegyiik fel, hogy p,(x) egy olyan legfeljebb n-ed foku polinom, melyre
f(@) — pn(2)

li =0
i (x —a)” ’
Ekkor
f(.’L‘) _pn(x) f(x) — tn(m) tn(x) _pn(x)
@—ay @—a) @—a)
miatt
z—a (z—a)
ami csak ugy lehetséges, hogy a szamlalo azonosan nulla, azaz t,(z) = p,(z). g

1.2. Megjegyzés. Ha valakinek az el6z6 tétel (b) allitasanak a bizonyitasa ismerdsnek ttint, ne lepddjon
meg. A miult félévben a 'Hospital szabaly bizonyitasakor talalkoztunk hasonléval.

Erdemes meggondolni, hogy a fenti (b) allitast a 1’Hosptial szabaly n-szer egymas utan torténd alkal-
mazaséaval is bizonyitani lehet. Itt most a gondolatmenet atismétlése miatt valasztottuk ezt az egyébként
nem sokkal hosszabb bizonyitast. A vizsgan persze barmilyen helyes gondolatmenet szerepelhet.

1.3. Definicié. Az f (legalabb) n-szer differencialhaté fiiggvényhez tartozo

() (g
laon() = ta(a) = J(0) + f @@ —a) 4.+ T Doy

polinomot az f fiiggvény n-edik Taylor polinomjanak nevezziik.
1.4. Megjegyzés. Brook Taylor [1685-1731] angol matematikus.

Az el6zGekben tisztaztuk, hogy egy “elegendGen sima” fiiggvényt adott pontban a Taylor polinomja
kozeliti a legjobban. Most térjiink vissza az eredeti kérdéshez, nevezetesen ahhoz, hogyan lehet egy
fliggvényt egy, az a ponttdl kiilonboz6 pontban kozeliteni. Ehhez lesz sziikségiink a kovezkezdkre.

1.5. Tétel (Taylor formula Lagrange féle maradéktaggal). Legyen D(f) = I intervallum, f legaldbb
(n + 1)-szer differencidlhaté az I intervallum belsejében, a € intI. Ekkor minden x € intI ponthoz
taldlhato olyan o = a(n, ) szdm, melyre

(n+1) (o
f(x) = tnva(l’) =+ f(n—’—l()|)(x — a)n+1.
Bizonyitds. Az el6z6 tétel bizonyitasahoz igen hasonld gondolatmenetet alkalmazunk. Legyen

h(z) = (z —a)™*!

és (g
@) = F(@) + Fa)e —a) + ot T D ey,
Nyilvan h(a) = h/(a) = ... = h"™(a) = 0. Mivel ismét
£(@) — tula) = f/(a) — ty(a) = ... = ™ (a) — 10 (a) = 0,

2Mult felévi jegyzet 3.15 Tétel.
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ezért rogzitett © € I esetén a Cauchy kozépértéktétel ismételt alkalmazasaval nyerjlik, hogy talalhato
olyan ay € (a,z) vagy ay € (z,a), aszerint, hogy a < x vagy = < a, valamint «s, ..., a,_1, melyekre
k41 € (a,ar) vagy agy1 € (ak,a) aszerint, hogy a < z vagy = < a, és

f@) —ta(@) _ flloa) —thlan) _ _ f"(an) =t (o)
h(x) R (aq) o R (o)
1 (1) = () = (F(0) - 87(@))
 (n41)! ap —a

Alkalmazva a Lagrange kozépértéktételt az F(t) = f)(t) — ¢ (t) fiiggvényre kapjuk, hogy talalhato
a € (ap,x) C (a,z) vagy a € (z,a,) C (x,a), aszerint, hogy a < x vagy x < a, melyre

fl@) —ta(z) 1 ntl n _ S (a)
(zr—a)"T  (n+1)! (f( )~ H)(O‘)) CES

hiszen t%nﬂ)(y) =0. O

1.6. Megjegyzés. Abban a gyakori esetben, amikor az I intervallum belsejében tartalmazza a 0 szamot és
a = 0, a fenti Gsszefliggést szokas Maclaurin formuldnak nevezni.

1.7. Megjegyzés. Colin Maclaurin [1698-1746] angol matematikus, az edinburghi egyetem professzora. A 0
koézéppontu Taylor sor mellett 6 adta meg elGszor az egyvaltozos fliggvények szélsGértékének vizsgalatara
vonatkozo szokasos eljarast. Az analizis mellett abrézolo és algebrai geometriaval is foglalkozott.

1.8. Kovetkezmény. Legyen D(f) = I intervallum és legyen f akdrhdnyszor differencidlhato az I inter-
vallum belsejében, valamint legyen a,x € int I. Ha taldlhaté K > 0, hogy

)| <K

minden n € N és minden y € (a,x) vagy y € (x,a) szamra attol figgden, hogy a < x vagy x < a, akkor

() (g () (q
f(z) = lim (f(a)+f’(a)(:r—a)+...+f ( )(x—a)"> @y

A megadott végtelen sort szokas az adott f fiiggvény Taylor soranak nevezni. A kovetkezSkben
megadjuk a legfontosabb elemi fiiggvények Taylor sorat. A bizonyitasok a gyakorlatokon szerepelnek és
megtaldlhatok Urban J.: Hatarértékszamitas cimi konyvében is.

1.9. Tétel. A kivetkezd sorfejtések érvényesek.
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o0
x
r __
efg ] z eR,

sinx = Z(—l)”*lm = ;(—1)”m r eR,

0 2n
n T
cosx = Z(fl) )l z €R,
n=0
m(l+a)=> (-1 v e (1,1,
n=1 n
[e3% G o n 2
(1+w) :Z 0 zeldJ (-1,1)cJC[-1,1], haa e R\Ny, és J =R haaeNy
n=0
) oo x2n+1
sinhx = ZO m x € R?
coshx = r €R,
= (2n)!
oo x2n+1
arctg r = Z(fl)” x € [-1,1],
= 2n+1

A tovabbiakban az tgynevett hatvanysorok, azaz a Y (a,z™) alaku végtelen sorok tulajdonsigaival
szeretnénk foglalkozni. Ehhez azonban sziikségiink van a sorok szorzaséara, amivel ki kell egésziteniink az
els§ félévben végtelen sorokrél tanultakat.

1.10. Definici6. Legyenek Y (a,) és > (by,) végtelen sorok. E két sor Cauchy-szorzatan azt a Y (cy)
végtelen sort értjiik, melyre
n
Cn = agby, +a1bp—1 + ...+ anbg = Z arbp_r-
k=0
Formalisan a Cauchy szorzatot gy képzelhetjiik el, mintha a végtelen sorok végtelen 6sszegek lennének,
és szorzasukkor minden tagot minden taggal megszorzunk.

1.11. Tétel. Legyenek > (a,) és > (b,) abszolit konvergens végtelen sorok. Ekkor a Cauchy szorzatuk
abszolit konvergens és

oo c© n 00 oo
Z(aobn + albn—l +...+ CLnbO) - Z Z akbn—k - (Z an) : <Z bn) .
n=0 n=0 k=0 n=0 n=0
Bizonyitds. kés6bb... O

2. HATVANYSOROK

A tovabbiakban az tgynevett hatvanysorok, azaz a > (a,(x — z¢)™) alaka végtelen sorok tulajdonsa-
gaival szeretnénk foglalkozni. Végtelen (numerikus) sorokhoz hasonléan nem a hatvanysor, hanem annak
az Osszege az érdekes, gy most nem is definialjuk a hatvanysort. Az f(z) =Y 02 an(z — xo)" figgvény
vizsgalatanal két fontos kérdést vizsgalunk.

e D(f) =7, azaz mely = € R esetén lesz > (a,(x — 29)™) konvergens?
e Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az f fiiggvény?

Az els6 kérdésre viszonylag gyorsan egy majdnem teljes vélaszt tudunk adni.
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2.1. Tétel (Cauchy-Hadamard). Legyen

1 1 1
= — =400, — =0 .
lim sup {/|ay,| (—I—O +oo >
Ha
|z — zo| <1, akkor Z(an(x —x9)") konvergens, ha
|z — x| >, akkor Z(an(:c —x0)") divergens.

Az elsd esetben a konvergencia abszolit.

Bizonyitds. Legyen x € R és alkalmazzuk a > (a,(z — x9)™) sorra a gyokkritériumot. Ezek szerint a sor
abszolit konvergens, ha

limsup ¥/|an(z — 20)"| = |x — 2ol - limsup V/|a,| < 1.

Atrendezéssel kapjuk az elsé allitast.
Hasonl6an, a gyokkritérum divergenciafeltételét alkalmazva kapjuk, hogy a sor divergens, ha

limsup ¥/|an(z — z0)"| = |x — zol - limsup V/|a,| > 1.

Az el6z6 tételben szerepld r szamot a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik.

2.2. Megjegyzés. Jaques Hadamard [1865-1963] francial matematikus. A komplex fliggvénytan, a diffe-
rencialegyenletek és a funkcionalanalizis teriiletén alkotott jelent&set hosszu éltete soran.

Az els6 félévben tanultak alapjan rogton megfogalmazhatjuk a kovetkezd allitast a konvergenciasugarra.

2.3. Kovetkezmény. Amennyiben létezik
. An+1
lim

n—oo (O

b

akkor

an

r = lim
n—00 Up41

Osszefoglalva az elz6 allitast, egy hatvanysor mindig egy szimmetrikus, ¢ kézéppontt intervallumon
konvergens. Az intervallum bels§ pontjaiban abszolut konvergens, a végpontokbeli konvergenciat pedig
kiilon meg kell vizsgalni. Ezek alapjan szokas azt mondani, hogy > (a,(z — x9)™) egy zo kozépponti
hatvanysor.

2.4. Definici6. A > (a,(x — z0)™) hatvanysor konvergenciahalmaza a
K = {x ER: Z(an(ﬂc —x9)") konvergens}
intervallum, dsszegfiiggvénye az

D(f) =it K = (xg — r,x0+ 1) (r#0)

f(z):= Z an(z — )"
n=0
fliggvény.

A tovabbiakban a hatvanysor Osszegfiiggvényének tulajdonsagaival szeretnénk foglalkozni. FEhhez
alapvets lesz a kovetkezs, ugynevezett transzforméacios tétel.

2.5. Tétel. Legyen > (an(x — x0)™) egy pozitiv konvergenciasugdrral rendelkezd hatvdanysor, azaz r > 0,
és legyen x1 € int K = (zg — 1,20 + 1) tetszéleges. Ekkor minden x € int K pontra, melyre |z — x1] <

r— |xy — x|, teljesiil, hogy
o0 o0
Z an(z — )" = Z bi(x — x1)",
i=0

n=0



ANALiZIS III. FELEV

o0

ahol
b; = " a (iCl - l'()) i.
% E i n

n=t

Bizonyitds. A bizonyitas kiindulasi pontja az a mély allitas, hogy
x—x9=(x—x1)+ (1 — 20),

amibdl a binomialis tétel szerint
n n . n [ n—1
(o =) =l =) + o1 =)l = 3 () (0 = ) s = o)
im0 \!
Ezt beirva a hatvanysorba, mely a feltétel szerint konvergens, kapjuk, hogy
(> xf:cl)i(xl fxo)”*i = Z Ui -
n=0 =0

Zan:c—zo ZZan

n=0 i=1
Ez egy abszolut konvergens sor, melyben, az alabbi abra jeloléseit hasznalva, az elemeket fliggtleges

(piros) oszloponként adjuk ossze. Mivel abszolit konvergens sor atrendezhetd, ugyanazt az eredményt

kapjuk, ha a sort vizszintes (z6ld) soronként Osszegezziik

i
N
[ >~——

Tehét
= Zzunz = iiunz = iian (7;) (.’L‘ - xl)i(l‘l - xO)n_i
=0 n=1

E an 33—.1?0 =
n=0 :=0 =0 n=1

= Zb1($ — 1'1)i
i=0

A végtelen sorokkal végezhets miiveletek alapjan azonnal adodik a kévetkezd allités

2.6. Allitas. Legyen > (an(z — x0)™) és > (bn(x — x0)™) két, r1 > 0 és ro > 0 konvergenciasugdrral

rendelkezd hatvdnysor. Ekkor

Z an(x — 20)" + Z bn(z — 20)" = Z(an +by)(x — x0)",
= n=0

= Z(anbo +an_1b1 + ...+ apby)(x — )"

(Zw_% ) (zb (o~ o) >_

minden olyan x szdmra, melyre |z — xo| < min{ry, ro}
Tehat az adott intervallumon hatvanysorként felirhato fliggvények gytrtit alkotnak. A tovabbiakban

vizsgaljuk a hatvanysor Osszegfliggvényének legfontosabb analitikus tulajdonsagait

2.7. Tétel. Hatvdnysor dsszegfiigguénye folytonos
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Bizonyitds. Emlékeztetiink ra, hogy a > (a,(z — x9)™) hatvanysor Osszegfliggvényét az (rg — r,xg + )
nyilt intervallumon definialtuk ha » > 0. Az allitast is csak ebben az esetben kell bizonyitani, hiszen az
egy pontban értelmezett fliggvény mindig folytonos.

Legyen x1 € (xo—r,20+7). Az el6z6 transzformécios tétel szerint f fliggvény az x1 pontnak elegendden
kis § sugaru kornyezetében felirhaté x; kézépponti hatvanysorként mint

fl@)=> bi(z —x1)".
1=0

Tehat annyit kell belatnunk, hogy
lim f(x) = by.

r—x1

Ehhez legyen 0 < p < 4, akkor a feltételek szerint > ;- b;p’ konvergens. Jelslje

o0
o= Z bipt~t.
i=1

Ekkor ha |z — z1| < p, akkor

oo

[f(z) = bo| = (@ —21) > _bi(w — 21) 7| < |2 — a1o,

i=1
amibdl az x1 pontbeli folytonossdg mar azonnal kovetkezik.
O

2.8. Tétel. A pozitiv konvergenciasugari » (an(x — z0)™) hatvdnysor dsszegfiggvénye tetszdlegesen sok-
szor differencidlhato és

o

/(%) = a1 + 2aa(x — x0) + 3az(x — x0)* + ... = Z(n + Dap41(z — z0)",
n=0
() = 2a9 +2 - 3az(x — x0) +3-4(x —x0)* +... = Z(n +2)(n + Dapi2(z — z0)",
n=0
fP @)= (n+k)(n+k—1)...(n+anix(z —z0)"
n=0

Bizonyitds. Legyen x1 € (xg — r,x0 + 7). Az el6z6 bizonyitas gondolatmenetét alkalmazva kapjuk, hogy

w:b1+b2(x—x1)+b3(x—x1)2+...—>b1, ha x — z1,
—

hiszen az el6z8 tétel szerint minden hatvanysor folytonos. A transzformacios tétel szerint

oo

f’(ml) = b1 = Z (?) an(xl — xo)"_l = Z(k + 1)ak+1(m1 — xo)k.

n=1 k=0
Mivel f derivaltfiiggvénye szintén hatvanysor, ezért f’ is derivalhaté. A k-adik derivaltra vonatkozo

allitas teljes indukcioval lathato be. O
2.9. Kovetkezmény. Minden hatvinysor az dsszegfiiggvényének Taylor sora.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint
F®) (@o) = k(k—1)... 1lay,
azaz
B F%) (2)
kKl
valamint f(xo) = ao. O

Qg

Ezek az allitasok lehetGséget adnak arra, hogy megforditsuk a differencialas mitiveletét.
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2.10. Definici6. Legyen f valos-valos fliggvény, D(f) = I intervallum. Azt mondjuk, hogy a F': I — R
fiiggvény a f fiiggvény primitiv fiigguénye, ha F differencialhaté és F'(z) = f(x) minden z € I esetén.

2.11. Tétel. Legyen > (an(x — x0)™) pozitiv konvergenciasugari hatvdnysor. FEkkor a hatvdnysor
osszegfiigguényének van primitiv fiigguénye, pl.

oo

an n
F(m):zn+1(x—xo) e, ceR.

n=0
Bizonyitds. Az allitds a hatvanysorok Osszegfiiggvénének differencidlasara vonatkozo tételbdl azonnal
kovetkezik. O]

Fontos, hogy hatvanysor Osszegfiiggvényét az egyiitthatok egyértelmiien meghatérozzak.

2.12. Tétel. Legyenek
(o) oo
f(Jf) = Z a’n(m - xO)ny 9(33) = Z bn(x — 1‘0)"
n=0 n=0

olyan hatvdnysorok, melyeknek kozos (xo — r,xo + r) konvergenciaintervalluma van. Legyen tovdbbd
ZTn € (ko — 1,20 + 1) olyan sorozat, melyhez taldlhato y € (xog —r,xo+ 1), hogy T £y, Tn — y s melyre

f(xn) = g(xn)

FEkkor a,, = b, minden n € N indezre.

Bizonyitds. A transzformécios tétel szerint elegendd azt az esetet vizsgalni, amikor y = x¢. Teljes induk-
cioval végezziik a bizonyitast. Mivel a hatvanysor Osszegfiiggvénye folytonos, ezért

ap = f(xo) = lim f(z,) = lim g(zs) = g(wo) = bo.

Tegyiik fel, hogy egy n € N szamra teljesiil, hogy ag = by, a1 = b1, ag =bs, ..., a, = b,. Ekkor a
fi(x) = ang1 + anga(® — x0) + anys(z —x0)? + ...
g1() 1= b1 + bpyo(x — x0) + brys(x — 20)% + ...

hatvanysorok konvergenciahalmaza ugyanaz a K intervallum, és minden x # x( esetén

z) =S 2 ap(x — xo)® ) — S T — 10k
(o) = L= Zoo 0 Z00) ) — 910 = Tl — 00

A feltételek szerint f1(xz;) = g1(x;) minden i € N esetén. Mivel f; és g1 is hatvanysor Osszegfiiggvénye,

ezért folytonosak. Ebbdl viszont, az n = 0 esetre vonatkozo gondolatmenettel kapjuk, hogy
ant1 = fi(xo) = lim fi(zyn) = lim gi(zn) = g1(x0) = bn+1.
n—oo n—oo

O

2.13. Definici6. Legyen f : R — R és D(f) = I nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
analitikus, ha talalhato z¢ € I, (a,) C R, hogy f(z) = > .7 an(z — 2¢)" minden = € I esetén. Azt
mondjuk, hogy az f fliggvény lokdlisan analitikus, ha minden x € I ponthoz taldlhatoé olyan kdrnyezete,
melyre megszoritva f analitikus.

Megjegyezziik, hogy a konyvek nem egységesek a szohasznélat tekintetében, van, ahol azt is analitikus-
nak hivjadk amit mi lokalisan analitikusnak. Tehét az exponencidlis- a szinusz- és a logaritmusfiiggvény
példa lehet analitikus fiiggvényre, a logaritmusfiiggvény lokalisan analitikus de nem analitikus fliggvényre
és az f(x) = e, f (0) = 0 végtelen sokszor differencialhaté de a 0 pontban nem (lokélisan) analitikus
fiiggvényre (lsd. gyakorlat vagy Urban: Hatarértékszamitas).

Tehat az 1j szoéhasznalattal az el6z6 tétel azt mondja ki, hogy két kiilénbéz8, ugyanazon az intervallu-
mon értelmezett lokalisan analitikus fliggvény legfeljebb megszamlalhatoéan sok helyen veheti fel ugyanazt
a fliggvényértéket, és ezek a pontok nem torlodhatnak az intervallum belsejében.

Példa lehet analitikus fiiggvényekre, melyek végtelen sokszor veszik fel ugyanazt a fliggvényértéket a
szinusz- és a koszinuszfiiggvény.
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A hatvanysor sszegfiiggvényének a tulajdonsagait a hatvanysorok oszthatésaganak kérdésével zarjuk.
Mivel szorozni mér tudunk, csak a reciprok kérdésével kell foglalkoznunk.

2.14. Tétel. Legyen f(z) = > 0" jan(z —x0)", r >0, ag # 0. Ekkor taldlhaté olyan 6 > 0 és (¢,) C R,
hogy

1 oo
e = Zocn(x —x)"

minden x € (xg — 0,20 + 0) esetén.

Bizonyitds. Feltehets az egyszertiség kedvéért, hogy xo = 0 és ag = 1. A > (|a,| - |z|™) sor sszegfiigg-
vényének 0 helyen vett folytonossaga miatt talalhato § > 0, hogy

lat| - 2| + |ag| - |22 +... < 1

minden |z| < § esetén.
Ekkor

oo

1 1
= Z(—alx —agx® —..)"

f(x) T1- (—a1x —agz® —...)

n=0
A Cauchy szorzatra vonatkozo tétel szerint (n-szeri alkalmazassal) talalhatok olyan a,j egylitthatok,
hogy

n
(—a1x —aga® —...)" = Z .
k=0

Ezeket az egyiitthatokat akar ki is szamolhatnank, de folosleges, hiszen a bizonyitas tovabbi menetéhez
elegendd a létezésiikrdl tudnunk. Tehat

1 o0 o0 k
f<>2<2>

ha |z| < §. Ismét hasznalva az abszolut konvergens sorok atrendezhetdségére vonatkozo tételt, amit mar
a transzforméacios tételnél is hasznaltunk, kapjuk, hogy

1 B 0o oo L 00 .
=5 () = e
ha |z| < 4. O

Tehat, az eddigieket Osszefoglalva, az xy kozéppontt pozitiv konvergenciasugara hatvanysorok egy
kommutativ gytriit alkotnak, melyben az invertalhat6 elemek azok a hatvanysorok, melyek els6 egytitt-
hatojara ag # 0. Megjegyzendd, hogy ezek a hatvanysorok egy kommutativ algebrat is alkotnak.

2.15. Megjegyzés. Mutatunk egy eljarast arra, hogyan lehet két hatvanysor hanyadosanak egyiitthatoit
kiszamolni. Az eljaras lényegében a polinomok osztasanal tanultakkal azonos.
Legyen

f(z):Zanx”, g(gj):anIn7 T>07 g(O):b()?éO
n=0 n=0

Mivel elegendGen kicsi z esetén

ezért

i apx™ = (i bnx"> . (i cn:v"> = i(bocn +bicp—1+ ...+ bpco)x".

n=0

Tehat
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ap =bgco
ay =bocy + bico

a9 :b()CQ + b101 + bQCO

Ebbsl a végtelen sok egyenletb6l igény és id6nk szerint tetszlegesen sok ¢ egyiitthatot
meghatarozhatunk, pl.

ao
Co =7
bo
ao 7‘7«2:1
Cc1 = b
0

Ezt az eljarast kicsit hosszabban folytatva kaphatjuk példaul, hogy

3 5
simz -5+ FH -+
4

tgx = = ':cx+cx3+cx5—|—...
g oS T 1—ﬁ+%— 1 3 5 )
ahol is
1 1 2
c1 = c3 = — cs = —.
1 ) 3 37 5 15

Végiil fejezziik be vizsgalodasainkat annak a kérdésnek a (részleges) tisztézasaval, hogy amennyiben a
konvergenciaintervallum valamely végpontjaban is konvergens egy hatvanysor, az itt kapott sordsszegnek
mi kéze van a hatvanysor dsszegfiiggvényéhez, mely az intervallum belsejében volt definidlva. A kovetkezs
tétel mutatja, hogy ilyenkor az Gsszegfiigvény folytonosan kiterjeszthets a végpontra.

Egyszertiség kedvéért a tételt 0 kdézépponta hatvanysor konvergenciaintervallumanak jobb végpontjara
fogalmazzuk meg, de ennek nincs jelentésége a bizonyitas szempontjabol, a bal végpont vagy a nem zérus
kozéppont esete hasonloéan targyalhato.

2.16. Tétel (Abel). Legyen > (anz™) egy pozitiv konvergenciasugard hatvdnysor, 0 < r < oo, valamint
legyen

oo
g anr’™ < 00,
n=0

azaz konvergens. FEkkor az

flx):= Z anx"”
n=0

osszegfiigguény folytonosan kiterjed az x = r pontra, azaz

3 _ n
ml;r}ﬂl_ flz) = Z%anr .

Bizonyitds. Tovabbi egyszertisitések kedvéért feltessziik, hogy » = 1. Ez a bizonyitas menetén nem
valtoztat, csak jeloléseinket egyszertsiti és teszi attekinthetsve.
Legyen

o n
5= E Qn, Sy = E ak
n=0 k=0

Ekkor a Cauchy szorzatnal felirtak szerint, ha |x| < 1, akkor

o0 o0
g apx” = (1 —x) g Spx'™,
n=0 n=0
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Igy
s— f(x) :s—(l—x)ZSnx" = <(1—x)2x"> s—(l—m)anx": (1—x)Z(s—sn)x".
n=0 n=0 n=0 n=0
Igy

|s = f(@)] < (1=2) Y |s = sala™
n=0

Mivel az s, — s, ezért minden € > 0 szamhoz taladlhat6 N € N kiiszobindex, hogy minden n > N
termeészetes szamra |s — s,| < £. Igy

N (%S) N
€
s—flx)|<(1—-= s—snx"—i— (1—x) "<(1l-= $—Sn|+ =,
ls — fz)] < ( )7?:0\ | :EN ( )n§:O| [+ 3

hiszen |z| < 1.
Mivel a lineéaris fliggvény folytonos, igy € > 0 szamhoz talalhato § > 0, hogy ha = € (1 — 4, 1), akkor

N
g
1-— —Sn| < =,
(=02 sl <

azaz ha x € (1 — 4, 1), akkor

ami viszont pont a bizonyitando6 allitas. O

2.17. Megjegyzés. Niels Henrik Abel [1802-1829] norvég matematikus. A XIX szazad egyik legjelentGsebb
hatastu elméje. Az algebra megalapozasaban és a komplex fiiggvénytanban alkotott jelentéset.

2.18. Példa. Tekintsik a

hatvanysort. Lattuk, hogy ez a (—1, 1) nyilt intervallumon az f(z) = In(1 + x) fiiggvényt allitja el§. Ez
a fliggvény értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos, amint azt a mult félév elején (s6t az
els6 félév végén) lattuk. A fenti hatvanysor az = 1 helyen konvergens, hiszen Leibniz tipusta. Abel tétel
szerint tehat a hatvanysor Gsszegfiiggvénye folytonosan kiterjed az = 1 pontra és ott a fiiggvényérték a
megfelel6 sordsszeg, azaz

o0

In2 = Z(—l)"“%.

n=1
Ezt egyébként méas modszerekkel az els6 félévben mar belattuk.
2.19. Példa. Az el6z8 gondolatmenethez hasonloan kapjuk az

0 2n+1

arctg (z) = Z

elgallitasbol, hogy

azaz
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2.1. Trigonometrikus fiiggvények. A milt félév végén hosszabban targyaltuk a trigonometrikus fiigg-
vények alaptulajdonsagait, melyeket a kovetkezdkben foglalhatunk Gssze.

Geometriai megfogalmazés alapjan, intuitiv modon definialtuk a szinusz- és a koszinuszfliggvényt és
lényegében a kovetkezd tulajdonsdgokban allapodtunk meg.

e D(sin) = D(cos) = R,

e sin paratlan, cos paros fliggvény,

e sin(x + y) = sinx cosy + cos x siny,
e cos(x +y) = cosxcosy — sinzsiny,
e cos0 =1,

o lim, o4 08 =1.

Megemlitiink a mult félévben és az ebben a félévben tanult legfontosabb kévetkezményekbdl néhényat.

e sin és cos tetszdlegesen sokszor differencialhato fiiggvények,
legfeljebb egy ilyen tulajdonsagu fliggvénypar létezhet,

0 x2n+1
sna =3 (0
|
= (2n+1)!

[ )
e N p2n
COST = Z(—l) W
n=0 ’

Evvel a targyalasmoddal van egy nagy probléma. Béar a trigonometrikus fiiggvények intuitiv geomet-
riai bevezetése rendkiviil szemléletes, igy valahanyszor ezekrdl a fiiggvényekrsl beszéliink, a geometriai
jelentéssel képzeljiik 6ket magunk elé, ez a felépités hagy logikai kivannivalot maga utan. Gondoljunk
csak arra, hogy a definicidhoz sziikségiink van olyan fogalmakra, mint az {vhossz vagy a sz0g nagysaga.

Tehat a trigonometrikus fliggvények tulajdonsagaival nincs igazén probléma, a gond a definicidjuk, a
létezés.

Most szeretnénk bemutatni egy lehet&séget arra, hogyan lehet azt a logikai csorbat kikoszoriilni és a
bonyolult geometriai fogalmakat kikiiszobdlni. A cél nem az, hogy egy ujfajta bevezetési lehet&séget mu-
tassunk a trigonometrikus fiiggvényekre, hanem hogy jol ismert fogalmakat az analizis logikai épiiletében
a helyére tegyiink. A gondolatmenet igen jellemz& a mai matematika egészére.

Megismertiik intuitiv modon a trigonometrikus fiiggvényeket, azok alaptulajdonsagait és az alaptu-
lajdonsagok fontosabb koévetkezményeit, igy a hatvanysor-elGallitasukat. Ezeket a hatvanysorokat vi-
szont bonyolult geometriai fogalmak bevezetése nélkiil is fel lehet irni, tulajdonsagaikat lehet vizsgalni.
Ez adhatja az otletet arra, hogy megforditsuk a gondolatmenetet és a hatvanysor alakot hasznaljuk a

) st . x2n+1
ST = Z(—l) m,
n=0
és legyen
e x2n
cos T 1= Z(—l) o
n=0 ’

A hatvanysorokrol tanultak alapjan azonnal kdvetkeznek a kdvetkezd tulajdonsagok:

e D(sin) = D(cos) = R,

e sin paratlan, cos paros fliggvény,

e sin és cos tetszdlegesen sokszor differencialhato fiiggvények,
e cos0=1,

o lim, Loy S22 = Jim, o, (1 S ) —1,

e sin’ = cos, cos’ = — sin.

Az addicios képletek belathatok példaul a Cauchy szorzat segitségével (Isd. gyakorlatok vagy Karolyi
Katalin kiadott anyagai), vagy a differencialéasi szabalyok alkalmazéasaval a kovetkezé modon.
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Legyen rogzitett de tetszGleges y € R mellett
f(z) = [sin(z + y) — sinz cosy — coszsiny]” + [cos(z + ) — cos x cos y + sinz siny]” .
Kiszamolhato, hogy f(0) =0 és f/(2) =0 minden = € R esetén, igy f = 0.
Ezzel belattuk, hogy a hatvanysorral definialt sin és cos fiiggvények teljesitenek minden fontos alap-
tulajdonsagot, amit a trigonometrikus fliggvényektsl elvartunk. Mivel mar belattuk, hogy legfeljebb egy
ilyen fliggvénypar létezhet, ezért 6k azok.

Természetesen mivel nem hasznaltunk logikailag bonyolult, de szemléletes geometriai fogalmakat, igy
a definialt fliggvények sem tul szemléletesek.

2.2. Komplex hatvanysorok. Ez a pont tiinik a legmegfelelsbbnek arra, hogy ravilagitsunk arra, hogy
nagyon sok minden abbél, amit eddig analizisb&l tanultunk, atviheté a komplex szamok korébe. Ehhez
tisztaznunk kell sok mindent az alapfogalmakkal kapcsolatban.

Algebra eladéson a komplex szamokrol minden lényeges szerepelt, igy egy komplex szam abszolutértéke
is. Ez lehet6vé eszi, hogy egy szamsorozat konvergenciajat a valoshoz analég modon definialjuk.

2.20. Definici6. Legyen z, = a, + b,i € C komplex szamokbol 4ll6 sorozat és z = a + bi € C komplex
szam. Azt mondjuk, hogy a (z,) sorozat tart a z szamhoz, vagy a (z,) sorozat hatarértéke a z szam, ha
minden € > 0 pozitiv szamhoz talalhato N € N, hogy barmely n > N természetes szam esetén |z, —z| < e.
2.21. Allitas. Pontosan akkor teljesil, hogy z, — z, ha
o a (|zn — z|) valds szdmsorozatra |z, — z| — 0 teljesil.
e az (a,) és (by) valds szamsorozatokra a,, — a, b, — b.
Bizonyitds. Az els6 atfogalmazas trivialis, a masodik pedig abbol kévetkezik, hogy
|2 — 2% = |an — a|* + |b, — b]*.
O
Ezeknek az atfogalmazasoknak nagy jelent&sége, hogy komplex sorozatok konvergenciajat valds soroza-
tok konvergenciajaval fogalmazza meg, igy visszavezethetdk erre az allitasok. A sorozatok konvergenciaja-

val kapcsolatban majdnem minden tétel ujrafogalmazhato és sz6 szerint ugyanigy bizonyithatd, mint a
valds esetben. Lassunk néhany példat.

2.22. Allitas. Legyen z, = a,+bpi € C, z=a+bi € C, wy, = ¢, +dni € C, w=c+di € C. Ha z, — z
és w, — w, akkor
[ ]

(zn £ wy) — 2zt w,

(zn - wp) — 2w,

Zn z
iy NN
Wy, w

(Izal) = Iz

e Ha w, #0, w# 0, akkor

Bizonyitds. Csak a szorzasra vonatkozo allitast bizonyitjuk, hogy lassuk a gondolatmenetet. Azt viszont
kétféleképpen.
A valos esetet imitalva irhatjuk, hogy

|znwn — 2w| = |2, (wn — w) + (2, — 2)w| < |20] - [Wp — W[+ |20 — 2] - [w| = 0

a feltételek szerint.
A masik gondolatmenetet alkalmazva kapjuk, hogy

ZnWy = (AnCn — bpdy) + i(andy + bpcy) — (ac — bd) 4+ i(ad + be) = zw,

hiszen valds szamsorozatokra méar tudjuk a mitveleti azonossagokat. O
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Fontos kiemelni, hogy az egyetlen probléma a rendezésnél és az evvel kapcsolatos tételeknél jelentkezik.
A komplex szamok testét ugyanis nem tudjuk ,értelmesen”, azaz a mtveleti azonossagok megtartasaval
rendezni. Igy nincs értelme szuprémumrol vagy infimumrél sem beszélni. Ennek ellenére a Bolzano-
Weierstrak tétel, amit annak idején rendezési fogalmak segitségével bizonyitottunk, érvényben marad.

2.23. Tétel (Bolzano-Weierstrak). Legyen (z,) C C egy korldtos sorozat. Ekkor taldlhatd olyan ny
indexsorozat, hogy z,, konvergens.

Bizonyitds. Legyen z, = a, + ib,. Az (a,) valos sorozat korlatos, igy a Bolzano-Weierstrafs tétel tanult
valtozata szerint talalhato olyan (n;);en indexsorozat, hogy (an,) konvergens.

A (by,) valos szamsorozat is korlatos, igy a Bolzano-Weierstraf tétel ismételt alkalmazasaval kapjuk,
hogy talalhato olyan (I;)ren indexsorozat, hogy (bmk) sorozat konvergens. Mivel részsorozat részsorozata
is részsorozat és konvergens sorozat részsorozata is konvergens, kapjuk, hogy

Zny, = Gn,, + anzk

konvergens részsorozat. O

Megjegyezziik, hogy végtelen sorokkal kapcsolatban minden, amit tanultunk, érvényben marad. Az
abszolut konvergencia segitségével itt is sok konvergenciatételt pozitiv tagi sorokra lehet visszavezetni.

A folytatasban megfogalmazzuk a legfontosabb ponthalmazelméleti alapfogalmakat. Az egyetlen
kiilonbség a valds esethez képest, hogy az € sugart szimetrikus intervallum szerepét az ¢ sugariu nyilt
korlap veszi at.

2.24. Definici6. Jeldlje
B(w,r):={2z€C: |z—w|<r}

aw € Cpont r > 0 sugaru kornyezetét. Ez egy w k6zépponti, r sugard nyilt korlap a komplex szamsikon.
Legyen D C C, w € C. Azt mondjuk, hogy a w pont a D halmaznak

e belss pontja, ha talalhato olyan r > 0, hogy B(w,r) C D,

e kiils6 pontja, ha talalhat6 olyan r > 0, hogy B(w,r) C C\ D,

e hatarpontja, ha minden r > 0 esetén B(w,r) N D # 0, B(w,r) N (C\ D) # 0.
Azt mondjuk, hogy D nyilt, ha minden pontja bels6 pont, és D zart, ha a komplementuma nyilt. A D C C
halmaz kompakt, ha minden z, € D sorozathoz talalhat6 ny indexsorozat és z € D, hogy z,, — z.

Rogton latszik a definiciobol, hogy zart halmaz az, amely tartalmazza Gsszes hatarpontjat. A mault
féelévben bizonyitottakhoz teljesen azonos modon lathatod, hogy egy D halmaz pontosan akkor zart, ha
nem lehet bel6le kikonvergalni, azaz ha z, € D, z, — z, akkor z € D. Bolzano-Weiarstrafs tételbsl
egyenesen kovetkezik, hogy a komplex szamsikon is pontosan a korlatos és zart halmazok a kompakt
halmazok. Az eddigiekhez hasonloan int D jeloli a D halmaz belsé pontjaink halmazit, D’ a D halmaz
torloédési pontjait.

Az allitasok megfogalmazasa érdekében bevezetiink egy 1j jelolést. Mint lattuk eddig, és késébbi
tanulmanyaink soran is latni fogjuk, nagyon sok tételnél lényegtelen a tétel kimondasa és bizonyitasa
szempontjabol, hogy a valds vagy a komplex szamok testében dolgozunk. Ilyenkor az egységes jelolésmod
kedvéért hasznélni fogjuk a K szimbdélumot, ami azt jelenti, hogy tetszés szerint R is és C is irhato
helyette.

2.25. Definicié. Legyen f: C — K, azaz D(f) C C, R(f) C R vagy R(f) c C.

e Azt mondjuk, hogy f folytonos a zg € D(f) pontban, ha barmely z, € D(f) sorozatra, melyre
Zn — 2o, teljesiil, hogy f(zn) — f(20)-
e Azt mondjuk, hogy f hatéarértéke a 2o € D(f)" pontban a w szam, ha barmely z, € D(f)
sorozatra, melyre z, — zp, teljesiil, hogy f(z,) — w.
e Azt mondjuk, hogy f differencidlhato a zy € int D pontban, ha létezik
R (O E)

z2—20 zZ— 29
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Természetesen a folytonossidg és a hatarérték ekvivalens modon atfogalmazhatd -6 nyelven is. A
folytonossag, hatarérték és differencidlhanyados megszokott miiveleti azonossagai érvényben maradnak a
sorozathatarértékekre vonatkozo tulajdonsagok miatt.

Ez az a pont, ahol meg kell emliteniink, hogy a hatvanysorokkal kapcsolatban minden tétel, amit
tanultunk, érvényben marad. Legyen a, € C, zg € C és

f(z) = Z an(z — 20)".
n=0
e Legyen

1 1 1
= — =400, — =0 .
lim sup {/|a,| <—|—0 " 400 )
Ha |z — zo| < r, akkor Y~ j an(z — 29)™ abszolut konvergens, ha |z — 29| > r, akkor > " a,(z —
20)™ divergens.
e Ha D(f) = B(zo,7), akkor f folytonos és tetsz6legesen sokszor differencialhato, derivaltjai a
tanult médon szamithatok ki.
e Ervényes az Abel tétel is, azaz ha |21 — 29| = 7 és Y oo jan(z1 — 20)" konvergens, akkor f
folytonosan terjed ki a z; pontra és f(z1) = Y oo o an(21 — 20)™.
Az egyetlen technikai nehézség, hogy a zp pont r sugart kdrnyezetének hatédra mar nem csak két pontbol
all. Itt kell megemliteni, hogy a hatvanysorok lehetGséget adnak arra, hogy néhany jol ismert fiiggvény

A legegyszeriibb példaval kezdjiik. Vilagos, hogy ha |z| < 1, akkor

1 o0
1—=2 :ZZ".
n=0

o0 Zn
expz = e ::Z =
i
s 2n+1
. z

iz =2 0" gy
n=0
> Z2n

cos z := Z(—l)" )l
n=0 :

Ez természetesen kiilondsebb szemléletes tartalom nélkiil annak a filozofidnak a tovabbgorgetése, hogy a
trigonometrikus (és az exponencialis) fiiggvényt definialhatjuk hatvanysoraval.
Lassuk néhany kovetkezményét annak, ha bevezetjiik ezeket a definiciokat.

e sin, cos és exp mindenhol definialt, tetszélegesen sokszor differencialhato fiiggvények, melyekre
exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = — sin.

e Az addiciés azonossagok érvényben maradnak (lasd Cauchy szorzatos bizonyitasok, Kéarolyi
Katalin anyaga), azaz

ez—i—w :ezew
sin(z + w) =sin z cos w + cos z sin w

cos(z + w) =cos z cosw — sin z sin w.

e = cosz+isinz z € C,
és specialisan e'™ = —1.
e exp periodikus fliggvény lesz 27i (komplex!) periodussal, hiszen

ez+27r1 — eze2ﬂz — 62.
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Ha f : C — C, akkor a mult félévben tanult fogalmak és tételek koziil csak igen keveset hasznosithatunk,
hiszen nincs rendezés, igy se monotonitasrol, se szélsGértékrsl, se kozépértéktételekrsl nem beszélhetiink.
Ha viszont f : C — R, akkor, bar monotonitasrdl szintén nem lehet szd, de legalabb szélsGértékekrsl
beszélhetiink.

2.26. Tétel (Weierstrah). Legyen f : C — R és legyen D(f) kompakt. Ekkor f felveszi minimumdt és
mazimumadt.

A bizonyitas szorol szora megegyezik a mult félévi jegyzetben szereplével. Komplex valtozoju fligg-
vényekkel kapcsolatos fejtegetéseinket egy kiruccanassal zarjuk az algebra teriiletére.

2.27. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legaldbb elséfoku komplex polinomnak van zérushelye.

Bizonyitds. Legyen
p(2) =ao+az+...+a2",  a,€C,a,#0.

Mivel p : C — C fliggvény, vizsgaljuk helyette a |p| : C — R fiiggvényt, aminek lehet a szélsGértékeirsl
beszélni.

Jelolje

:= inf > 0.
p = inf |p(2)] 2

Mivel

lim |p(z)| = oo,

|z| =00
(miért?), ezért talalhato r > 0, hogy |p(z)| > p ha |z] > r. Tehat
p= inf |p(z)| = 0.
|z|<r
Mivel
K:={2e€C: |z|<r}

kompakt halmaz, hiszen korlatos és zart, talalhato olyan zyp € K, hogy u = p(20). Azt kell megmutatnunk,
hogy p = 0.

Indirekt, tegyiik fel, hogy 1 > 0 és legyen
p(z + 20)

p(z0)
A feltételek szerint ¢(0) = 1, q egy n-ed foka polinom és |g(z)| > 1. Tehat a ¢ polinom bevezetésével a
w > 0 szamot 1-re valtoztattuk. Ezek alapjan irhatjuk, hogy a ¢ polinom

q(z) ==

q(2) =14+ bpz™+...b,2"
alaki, ahol b, # 0 az elsg ilyen tulajdonsagu egyiitthato. Ilyen van, hiszen b, # 0, tehat 1 < m < n.
Megmutatjuk, hogy talalhato olyan z szam, hogy |¢(z)| < 1, ami ellentmondas. Ezt a z szdmot
trigonometrikus alakjaban keressiik, azaz z = pe'¥ alakban.
Mivel ‘%‘ =1, ezért talalhato olyan ¢ € R, hogy

m|

. = cos p + ising = €',

Jelolje tovabba

14

¢ =

m

ekkor
b €™ = —|by,|.
Legyen

2= pe'¥ = p(cosy + isinp) (p>0).
Célunk most a p szam ligyes megvalasztasa, hogy ellentmondésra jussunk.
Ekkor
b 2™ = pmbmeimw = _pmlbm"
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Ezért

19()] = | (pe™)] < 11 = [Balo™ |+ s | .-+ Bl
ahol az els6 két tag kivételével a haromszog-egyenlStlenséget alkalmaztuk. Ha 0 < p™ < ﬁ, akkor
1 — [bm|p™ > 0, igy az els6 abszolutértékjel elhagyhato. Tehat ilyenkor

g (pe™)| < 1= 1bmlp™ + brmsa 0™ 44 [balp" = 1= p™ ([bm] = [bmsalp = . = [balp™ ™) .

Mivel |b,,| > 0 és polinomfiiggvények folytonosak, ezért ha p ,elég kicsi”, a zarojelben pozitiv szam all.
Egy ilyen p szamra tehat
[ (pe™)] <1,

ami ellentmondaés. O

3. A RIEMANN-INTEGRAL

3.1. Primitiv fiiggvények.

3.2. Riemann-integral. Az el6z6ekben lathattuk, hogy a differencidlszamitas megforditasa, a primitiv
fliggvény keresés a differencidlas szabalyainak megforditasaval igen esetleges.

3.3. Improprius integral.

4. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK

A hatvéanysorokkal kapcsolatban elGkeriil egy altalanosabb feladat, amihez altalanositanunk kell a
sorozat és a hatarérték fogalmat.

4.1. Definicié. Legyen D(f,) = I intervallum, f,, : I — K (n € N). Az (f,,) figgvénysorozat konvergen-
ctatartomdnya

K= {aze] . 3 lim fn(a:)},

n—oo

limeszfiiggvénye
fa) = lim_f (), D(f) = K

fliggvény. Hasonloan, az s,(z) := >, _, fn(x) képlettel definialt fiiggvény a y (f,) fiiggvénysor n-edik
fészletOsszege, a fiiggvénysor Gsszegfiiggvénye pedig

o0
f@) =) falx)
n=0
ahol értelmezve van.

4.2. Példa. (1)

0, xz € (-1,1),

D(f,) =R, fu(z) =2" esetén K = (—1,1], f(z) = {1 1

(2)

Dign) =R, gn(x) = ) _a* esetén K = (~1,1), g(a) =
k=0

(3)
D(hy,) =R, hy(x) = (1 —2?)" esetén K = (—1,1), h(z) =

(4)
D(jn) =R, jn(z) = %sinm; esetén K =R, j(z) =0

(5) Legyen D(k,) =[0,1], k,(0) = kn(%) =k,(1) =0, k:n(%) = n és k, legyen lineéaris a [0, %], [%7 %]
és az [2, 1] intervallumokon. Ekkor K = [0,1] és k(z) = 0.
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(6) Legyen D(l,) = [0,1] és jelolje (¢n) a [0, 1] intervallumba esé racionalis szamok egy felsorolasat.
Legyen

1, z¢€ {Q1,(I2, T 7Qn}a
ln(z) =
03 $6[071]7$#QMQ2,“'7(17L-
Ekkor K = [0,1] és I(-) a Dirichlet fiiggvény, azaz

(o) = 1, z€[0,1]NnQ,
o, ze0,1]\Q.

Hatvanysoroknal lattuk, hogy ket lehetett tagonként differencialni és integralni, azaz a derivalas és a
hatarértékképzés, valamint az integralds és a hatarértékképzés miiveletei felcserélhetSek voltak. Sajnos
az el6z6 példak jol mutatjak, hogy ha nem hatvanysorokrol, hanem &ltaldnosabb fiiggvénysorozatokrol és
fliggvénysorokrol van szo, akkor ilyesmiben nem reménykedhetiink. Az els6 és a harmadik példa mutatja,
hogy a folytonossag és igy a differencialhatosag nem feltétlen marad meg. A negyedik példanal latjuk,
hogy bar a hatarfiiggvény differencialhato, a derivaltak sorozata nem tart a hatarfliggvény derivaltjahoz.
Az 6t6dik példanal latjuk, hogy a Riemann integralok sorozata, a konstanans 1 sorozat, nem tart a
hatarfiiggvény integraljahoz. Végiil az utolsé példanal azt latjuk, hogy Riemann integralhato fliggvények
egy nem Riemann integralhaté fliggvényhez tartanak. Ez utobbi a Lebesgue kritériumboél kovetkezik,
hiszen [,, véges sok helyen szakad, és véges halmaz nullmértéki.

Tehat ahhoz, hogy a hatvanysoroknal latottakhoz hasonlét tudjunk elvarni altalanos fliggvénysoroza-
toktol, a konvergencia fogalmat kell megszigoritani. Egy lehetséges és elterjedt szigoritas a kdvetkezd.

4.3. Definici6. Legyen D(f,) = D(f) = H C R. Azt mondjuk, hogy az (f,) fliggvénysorozat egyen-
letesen konvergdl (tart) az f fiiggvényhez, szimbélummal: f, ¢+ f, ha minden € > 0 szdmhoz talalhato
N € N kiiszobindex, hogy barmely n > N és x € H esetén

[fn(z) = fl2)] <e.

Analég modon definidlhatéd fliggvénysor egyenletes konvergenciaja. A tovabbiakban, ha hangsulyozni
szeretnénk, hogy fiiggvénysorozat konvergenciaja nem feltétleniil egyenletes, akkor pontonkénti konver-
genciat frunk.

A leglényegesebb kiilonbség a pontonkénti és az egyenletes konvergencia definicioi koézott, hogy az
(fn(x)) szdmsorozatnal € > 0 szamhoz talalt N kiiszobindex fligg-e az x helytsl vagy sem.

Konyen meggondolhato, hogy az egyenletes konvergencia erésebb, mint a pontonkénti konvergencia.

4.4. Allitas. Ha (f,) egyenletesen tart f-hez, akkor pontonként is.
Szintén nem nehéz a Cauchy féle konvergenciakritériumot megfogalmazni egyenletes konvergenciara.

4.5. Allitas (Cauchy kritérium). Az (f,,) fiigguvénysorozat pontosan akkkor egyenletesen konvergens a H
halmazon, ha bdarmely € > 0 esetén taldlhaté N € N, hogy minden n,m > N esetén

|[fn(x) = fim(x)| <e.

Bizonyitds. Ha (f,) & f, akkor legyen € > 0 tetsz6leges és valasszuk a N kiiszobindexet tgy, hogy
barmely n > N és x € H esetén

fal@) = F(@)] < 5.

A haromszog-egyenlStlenség alkalmazasaval kapjuk, hogy ha n,m > N, akkor

[fn(2) = fm(@)| < [fnl2) = f(@)] +[f (@) = frm(2)] <e.

Megforditva, ha teljestil a Cauchy kritérium, akkor rogzitett = esetén (f,(x)) Cauchy sorozat, igy
talalhato olyan f: H — K, hogy (f,) tart az f fliggvényhez pontonként.

Rogzitett € > 0 szamhoz vélasszuk a N € N kiiszobindexet gy, hogy minden n,m > N és minden
x € H esetén

(@) = fnl)| < .
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Ha ebben az egyenlGtlenségben m — oo, akkor latjuk, hogy barmely n > N és minden = € H esetén
fal@) = f@) < 5 <.
O
Fiiggvénysorok esetén egyenletes konvergencia jol eldonthets a kdvetkezd elégséges feltétel segitségével.

4.6. Allitas (Weierstraf kritérium). Legyen D(f,) = H C R és tegyiik fel, hogy taldlhatoak (M;) szimok,
hogy minden x € H esetén

|fi(@)| < M;.
Ha

o0
Z M; < oo,
=0

akkor a > (fn) fligguénysor egyenletesen konvergens.

Bizonyitas. Az allitds Cauchy kritériumbol kovetkezik. Legyen

su(z) = fi(x).
=0

Tetsz6leges © € H és m > n esetén

|50(@) = s (@) = | Y fila)| < Y fil@) < Y M
i=n+1 i=n+1 i=n+1

Ebbdl a numerikus sorokra vonatkozo Cauchy ktritérium hasznalatéval lehet a bizonyitast befejezni. [

4.7. Példa. o Legyen Y (an(z — x0)™) egy egy r > 0 pozitiv konvergenciasugara hatvanysor. Ha
0 < R < r, akkor a hatvanysor egyenletesen konvergens az [xg — R, z¢ + R] intervallumon, hiszen

|an(z — 20)"| < |an(R — 20)"|

minden z € [xg — R, 2o + R] pontra, és a feltétel szerint

Z an (R — x0)"
n=0

konvergens.

e A

oo .
Z S nx
2
n
n=0
sin

fiiggvénysor egyenletesen konvergens R-en, hiszen | ng$| < n—lz minden x € R esetén.

Ratérhetiink annak vizsgalatara, hogy milyen elényiink szarmazik az egyenletes konvergencia fogalmé-
nak bevezetésével.

4.8. Tétel. Legyen D(f,) = D(f) = H, fn % f, valamint legyen a € H' és létezzen
;{% fn(x) == by
minden n € N természetes szamra. Ekkor a b, sorozat konvergens, és haszndlva a b := lim(b,) jelélést,

teljestil, hogy
lim f(z) =b.

r—a

Masképp kifejezve a tétel azt fejezi ki, hogy egyenletes konvergencia esetén a két hatarértékképzés
felcserélhetd, azaz

lim lim f,(z) = im lim f,(z).

n—oo r—a r—a n—oo
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Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszéleges és véalasszuk hozza N € N kiiszobindexet Ggy, hogy minden n,m > N
és minden z € H esetén

(1) fal@) = Fml@)] < <.

Ebb6l z — a hataratmenettel kapjuk, hogy

2) |bn—bm|§§<5,

azaz hogy a (b,) sorozat Cauchy sorozat. Legyen b := lim(b,). A (2) Osszefiiggésbél m — oo

hataratmenettel kapjuk tovabbé, hogy
by —b| < %

Kihasznalva azt a feltételt is, hogy lim,_.q fn(2) = by, kapjuk, hogy £-hoz taldlhat6 olyan § > 0,
hogy barmely x € B(a,d) N H esetén

5
Q Fvla) byl < <.
Végiil (1) osszefliggésbdl m — oo hataratmenettel kapjuk, hogy
€
(4) [fv(@) = fl@)l < 5

barmely x € H esetén.
Osszefoglalva, (2), (3) és (4) sszefiiggések alapjan € > 0 szamhoz talaltunk olyan § > 0 szamot, hogy
barmely = € B(a,d) N H esetén

e € ¢
|f(x) =0l < |f(z) = fn(@)| + | fn(@) = bn| + [by = b] < 3tgtz=¢
Megfogalmazhatjuk a folytonossagra vonatkozd kovetkezményt.

4.9. K6vetkezmény. Legyen D(f,) = D(f) = H és a € int H. Ha f, folytonos az a pontban minden
n € N esetén, akkor f is folytonos az a pontban.

Az egyenletes konvergencia az integralok vizsgalatanal is bevalik.

4.10. Tétel. Legyen D(f,) = D(f) = [a,b] intervallum és tegyiik fel, hogy f, € Rla,b]. Ha f, & f,

akkor f € Rla,b] és b b
[ =]

Bizonyitds. Adott € > 0 szamhoz legyen N € N olyan kiisz6bindex, melyre barmely n,m > N és minden
x € [a, b] esetén

(5) |fr(@) — frn(z)] <&
Ekkor az .

I, = / fn(z)dx
jeloléssel ’

b
L, — 1| = / (fo(2) = fonla))de

Ebbol latszik, hogy az (I,) sorozat Cauchy sorozat, jeldlje I := lim(I,,). Véve m — oo hataratmenetet

<e(b—a).

kapjuk, hogy
(6) [In —I| <e(b—a).
Mivel fy integralhato az [a, b] intervallumon, ezért barmely e > 0 szamhoz talalhté § > 0, hogy minden

olyan Z felbontasra, melyre |Z| < § és tetsz6leges hozza tartozd & = (&1,&s, . .., &,) osztopontvektorra

<eE.

ZfN(fz)(% - $i71) —In
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Maésrészt az egyenletes konvergencia (5) Osszefliggéséb6l m — oo hataratmenettel kapjuk, hogy

|fn(z) = f(z)| <e
minden z € [a,b] szamra. Ebbgl kovetkezik, hogy barmely d-nal finomabb Z felbontasra

n

Zf(fz) — T 1 ZfN gz — T 1

i=1

<Z|f (&) = N (&) (@i — zim1) < (b — a).

Végiil nincs méas dolgunk, mint hogy Gsszegezziik, amit kaptunk. Minden Z felbontasra, melyre |Z| < &
és tetszéleges hozza tartozod & = (fl7 &sy. .-, &n) osztopontvektorra

Zf(fl) — Tij— 1 — Tij— 1 ZfN fz Zq xl—l)
i=1

+ ZfN(&)(Ii*SCi—Q*IN +Iy—1I|<elb—a)+e+e(b—a),
i=1

ami § megfelels megvélasztasaval tetszSlegesen kicsivé tehetd. Tehat f Riemann-integralhato az [a, b]
intervallumon és integralja I-vel egyenld. O

Lattuk az el6z6 tételeknél, hogy az egyenletes konvergencia a folytonossag és a Riemann-integralhatésag
szempontjabol idealisan viselkedik. A differenciadlhatosaggal kapcsolatban viszont 6vatossagra kell, hogy
intsen a bevezet&ben latott negyedik példa: j, egyenletesen konvergal az azonosan nulla fliggvényhez,
derivaltfiiggvényei viszont nem konvergalnak. Tehat a folytonossaghoz és a Riemann-integralhatésaghoz
hasonlét nem lehet a differencidlhatésagrol mondani. A hatvanysorok példaja viszont mutatja, hogy a
helyzet nem teljesen reménytelen.

4.11. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f, differencidlhaté I-ben, a € I, az (fn(a)) szdmsorozat
legyen konvergens és tegyik fel, hogy a derivdltak (f!) sorozata I-n egyenletesen tart eqy g fiiggvényhez.
Ekkor

(a) (fn) pontonként tart egy f figgvényhez I-n.
(b) Ha I véges, akkor (fy) konvergencidja egyenletes.
(c) f differencidlhats és f' = g.

Bizonyitds. Tetsz6leges n > 0 szamhoz valasszuk a N € N indexet ugy, hogy barmely m,n > N esetén
minden x € I helyen
(@) = (@) <
és
Fal@) = fun(@)] <.
Ekkor Lagrange kozépértéktételt alkalmazva a h = f,, — f,, fiiggvényre kapjuk, hogy

[fn(@) = fm ()] < |(fn(2) = fm(ff)) = (fala) = fm(@)) + [fn(a) = fm(a)|
= 1fn(&) = O]z —al +[fn(a) = fm(a)] < n(lz —a| +1).

Ebbél latszik, hogy tetszdleges € > 0 szamhoz ha n < ﬁ, akkor n-hoz az el6bbiek szerint vélasztott
kiiszobindexszel minden n,m > N esetén

(7) |fn(7) — fr(2)| <,

tehaz az (f,(x)) sorozat egy Cauchy sorozat minden x € I esetén. Jeldlje limeszfiiggvényét f. A N
kiiszobindex altalaban fiigghet az z helytdl, hiszen az 7 fiiggott z-t6l. Igy a konvergencia nem feltétleniil
egyenletes.

Ha viszont I véges intervallum, akkor talalhaté olyan M > 0 szam, hogy | — a| < M minden = € I

esetén. Igy n < valasztassal (7) minden x € I esetén teljesiil, igy a konvergencia egyenletes.

M
Az utolso allitas igazoldsahoz a bizonyités kulcsa az

f(y):f(x) _ o) f(y):f(w) _Iny )7
Yy— y—x y—x

<

= In@)| + [fn(z) = g(2)]

‘ fn(y) (x)



ANALiZIS III. FELEV 23

egyenl6tlenség lesz. Megmutatjuk, hogy a N és az y szamokat ligyesen valaszva ez tetszélegesen kicsivé
tehetd.
Valasszuk N € N szamot ismét agy, hogy m,n > N esetén minden x € I helyen

(@) = f (@) <n

teljestiljon. Ekkor m — oo hataratmenettel kapjuk, hogy minden = € I esetén

[fn(2) = g(@)| < n.
Legyen m > N és alkalmazzuk a Lagrange kozépértéktételt a h = f,,, — fn fliggvényre és tetszbleges
x,y € I, x # y pontra. Ez azt jelenti, hogy

fn(y) = fm(@)  fn(y) = fn(@)] ‘(fm(y) — In(®) = (fm(2) fN(I))' () — (&) <7
y—x y—x y—x e " .

Ebbdl m — oo hataratmenettel kapjuk, hogy
fly) = f@)  fn(y) - fn(2)
Yy—x y—x
Végiil tudjuk, hogy fn differncidlhatéd az I intervallumban, igy az « € I pontban is, azaz n > 0 szdmhoz
talalhato 6 > 0, hogy barmely y € B(x,d) N1 esetén

‘fN(y) — In(2)
Y —x

<.

_ f;Vm] <.

Osszefoglalva, adott 2 € I esetén barmely 1 > 0 szamhoz talalhat6 olyan § > 0, hogy ha y € B(x,8) N1,
akkor

f(y):f(x) —g(x)’ < ’f(y)—f(x) _ fN(y):fN(ﬂ?)
y— y— y—
# [ OZID o) 41t - st <3n
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