10.

11.

NUMERIKUS SOROZATOK (Vazlatos bizonyitasokkal)

a, >a = |an|—>|oc| oeR Biz: ¢ eR” ||an|—|a||£|an—a|<8 (ha n elég nagy).

a, >0 < |a,,| -0 Biz: ¢ e R ||an|—0|:|an—0|<£ (ha n elég nagy).

(a,) | nullsorozat, | (by) | korlatos sorozat = | (@, b,) | nullsorozat. Biz: |a,b,

SK-|an|<K-%=8 , ha n2M(e/K).

1< Q/_Zn\/\/n_\/n_ll < \/;JF&JF(”_Z) < 1+\/_L > 1+0 (rendbrelv) = lim =1
n n n—>+o0

. " n 1 1 ,
lim \/;:1 ae R I. 3IMeN —<a<M = ha n>M,akkor —<'{/;<% = %—H (rendérelv)

e ' M n

. +n-1 1 1
vagy masképpen bizonyitva: II. a>1 = IS’{/;Sl<1+i—>l; a<l = =>1 = 1= 51 = {a—>1.

n n a a
. a" n
lim T 0 ae R | 2. miattelegendd a >0 esetére bizonyitani: 3 M eN a<M = ha n>M  akkor 0 < a_' =
nore 1) n!
a a"™M a a a a a’ a §
= — = —— .- — < —.— — 0, igy a renddrelv szerint -0 .
M! (M+1)(M+2)..n.  M! M+l M+2 n M! n n!
lim @"=0 & |a|<1 lim @' =1 & a=1 lim @' = +» < a>1| |(a") divergens < a<-1
n— -+ n—+o 11— +00

Legyen 0<a <1, ekkor (¢") szig.mon.fogyo. Halenned >0 als6 korlatja, akkor % <a lenneminden n-re, ami 5.miatte.m.

lim na" =0 | a | <l, keN 2. miatt elegendé a >0 esetére bizonyitani. A sorozat valamely tagtol kezd6dden
n—>+00
. . . (n+1ka"! 1.
szig.mon.fogyo, u.i. egymast kovetd tagjainak hanyadosa a <1 -hez konvergal: — o, - (1+—)"-a—>1-a< 1. Haezen
n-a n

indextdl kezdédd szig.mon.fogyo tagoknak lenne & >0 als6 korlatja, akkor ezen osszes n-re & <n‘a”,sigy % < (W)ka
lenne, amib6l n — +o0 esetén 1< a kovetkezne, ami ellentmondas. A legnagyobb alsé korlat, a sorozat hatarértéke tehat O .

. 1 1 1)+1 1
lim (1+=)"=e ”+11/ (1+—)" < GAD LR = (l+i)" < (1+;)”Jrl = a sorozat sz.mon.nd,
n n n+1 n n+1

n—>+0 n+l1
s 1, 11  (+h+l+] 1
e+ - < —= =2 =1 = (1+—)" < 4 = asorozatkorlatos; = konvergens, hatarértéke =: e
n 2 2 n+2 n
. 1 1 1 n—1 1 1 1 9. ¢ iprok 1
lim (-0"= [ asbyo e o Lo L o, L
e G (+3) =
. r { 1
lim (1+=)"= ¢ reQ | Ha r=k pozitiv egész, akkor "*! (1+£)" < (n+F)+ =1+ k = (1+£)"<
n—>+00 n n n+l1 n+l n
1 1 (n+k)y+ 1+ + L
< (I+ )™ s ”*’”1\/ (1+5)”- < el ktl — 1 = (1+i)” < (k+1)", azaz
n+1 n k+1 k+1 n+k+1 n

a sorozat szig.mon. n6 és korlatos = konvergens, hatarértéke pedigaz nt> k-n indexsorozatnak megf. részsorozat szerint:

k
lim, ., (1+ k )" =lim,, ., (1+ki)  _lim, . (1+ 1 y¥ =Tim,, ., ( (1+l) "j =e’. (megj: akorlatossag bizonyitésa
n n n n

valdjaban felesleges, hiszen a monotonitds és egyetlen részsorozat konvergencidja mar elégséges feltétele a konvergencianak!).

k

-k 1 1 1 ] . 1 -
Negativ esetre:  (1-—) n_ (n_ - részs., recipr. k-
n

)" = = : — 1=
k ek

D A E o K (E S

1

- 12,

Ha r=2, peZ, qeN, akkor lim, ., (1+=)" =lim, ., (1+2)" =lim,_,., ((1+£)an‘1 = Yer = o
q n gn gn

2003.09.16



. . . k
12. | lim a,= 4 & VneNa,>0 lim Ya, = V4 (vagy +w, ha A=+0) keN|[ (k rogzitett )
n—>-+00 n—>+00

a, < € .

>0= 0<|Xfa, - K = |a"_A| < |an_A| ’
R A Y N o Y o O S 1 e T S T

. . 1 f 1
srn1vel|an—A|—> 0, arenddrelv alapjan ‘k,/an —K[4|> 0. A=+w esetén — >0 = k|l— 50 = k,/an—>+oo.
a a,

n

Ha A=0, akkor £e®" 3IMeN n2M= a,=|a,- 0|<e*, sigy n>=M esetén ‘k,/an—o =k

13. | lim @, =4 lim a5 = 0, ha|4|<1

71—+

1 lim a9, = +<, ha A>1 | | (a,) nincshatért., ha 4<-1
n—>+00 n—>+00

A=+1, kiilonbozd pld:  a,=%q a' >q (geR); a,=%n ! >+0; a, =2 (nps), ¥3 (nptl), (a')nincsh.é.

-1 . _ . I
A=-1 esetére példak: a, = i a" >0; a,=-%2 (a") nincs hatérérték; a, =—4%n (a") nincs hatarérték.
n

Biz.: Ha |A|<1, akkor 3 0<g<1 M eN nZM:>|an|<q, igy nzM:‘aZ‘<q”, s emiatt a, — 0 (renddrelv).

Ha A>1, akkor 3¢g>1 IM eN n>M = a, >q, igy n>M esetén a, >q", semiatt a, — +o (rendezés, geom.s.)

Ha A<-1, akkor 3g<-1 AM eN n>M = a, <q, igy n>M esetén a, valtakoz eldjeli, és nincs h.é. u.i.

a) | —+oo.

n—»+w0

Biz: IM eN n>M = g <a, <37A, igy n>M esetén ’”g <Va, < ”1/%, semiatt 3/ @, —1 (rendérelv).

15. | lim @ =4 (a, € R minden n-re)

n—>+00

14. | im @.=4 VneNa,20 lim Va, =1, ha 4eR* (A=0 pl: ”,%—)0;”/%—)%;”\/1—”).
n—>+00 n 2 n

(a,) szamt., mért., harm.kp. sorozataira: s, - 4, g, > 4, h, > A4

LAcR: ec®R" IMeN n2M = Ian—A|<% & |y —A|+[ay = 4]+ +[ay - 4] -

€ , .
p 5, igy n> M esetén
|5, — 4| = M—A‘: a-A+tay—A+.+a,—A| _ |aj—A|+..+|ay —A|+..+|a, - 4| e, me
n n n 2 2n

. . 1 1
II. Ha 4=0, akkor 0<#,<g,<s, — 0 miatt a rendorelv alapjdn 4%, -0 és g, - 0. Ha A>0,akkor — —>—,

al’l
1l + 1
igy w—)j , S emiatt a reciprok sorozatra: h, > 4, ¢é h,<g,<s, >A miatt g, > A4 (renddrelv).
n
| 1aly +1
I Ha A=+ , akkor — —0, igy —4—= L 50, melyb8l h, — +00, és h, < g, <s, miatt g, & s, —> +0.
a, n
. I 1 e, . 1
16. lim " =0 Az — — 0 sorozat mértani kozép sorozata is nullsorozat, azaz ”|— —0 .
n—s+oo 4 1! n n!
2 n—1 n
. n 1 e, 1+1 (2+1 +1
17. lim " = e Az (1+—)" — e sorozat mértani kdzép sorozata: " '( 2) " 1'(n ) =
n—>+oo 4 1! n 1 2 n-0"" n"
:n\/i.i._. L )" _ n+l n n+l on

. —> e, ¢ési = . —> e-l=¢.
1 2 n-1 n nlnt & i nhar o on+l

. . — n _ N _(n f L hrfe : p "
(18.) Példa: | a,: o Na, = » - - <1 = a,=({a,)" >0. Misként: 0< " £7 — 0 és rendbrelv.

Na, = fn)a > a<t = a,=(a,)" >0.

6. és 8. mas biz. (ha a>0): "a, =—2— 0= a,=(Ya, )" >0;
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