IRRACIONALIS KITEVOJU HATVANYOK

L. aeR”, r,—>r (r,reQ) = d"—>ad. Bizonyitas: Az a=1 esetnyilvanvalo, a=1 -re pedig:
1 1

— Y 1
1. =0 esetén:ha a>1,akkor ¢eR™ IMeN 1l-s<a M < aM < 1+¢ (felhasznilva, hogy ”ﬁ—)l ), és m -hez

1 1

INeN Vr2>N —%<rn<$, emiatt 1—¢g< a_ﬁ< ar"<aﬁ<l+g, tehat a'» — 1; ha pedig a<1, akkor
1 1Y _

— >l = (—j -1 = d"—> 1. 2. reQ, n-r >0 = d4d"=d""d > 1d=4d . @
a a

II. aeR", rn,>x (r,eQ, xeR\Q) = 3Jlim(a")e R" és fiiggetlenaz (r,) sorozattol.

Bizonyitis: 1. Az a=1 esetnyilvanvald. 2. a>1 esetén: Legyen (s,) monotonndvé x —heztartd racionalis tagl sorozat.

+1

= VneN s,<s,,<x<[x]+] = VneN d* <a* < g = 3Jlim(*)e R" (ui. (¢*) mon.nové és fkorl. ).

Ha (r,) x-heztart6 tetsz. (rac.tagu) sorozat, akkor r,-s, > 0 = a" = a"" % .g™ — 1-lim(a’) = lim(a’).
1 (1Y N o, 1 N
3. Ha a<l, akkor — >1 = 3Jlim|—| =4 €R = Eihrn(a”):jeR . ®
a a
Definicié ( irracionalis kitevdjii hatvany ) : aeR", xeR\Q, a* = lim (a'"), r, = x  racionalis tagl sorozat.
Megj.: Az L. alatti allitast is figyelembevéve, VaeR", VxeR, "= lim(a™) ahol r, —>x racionalis tagh sorozat.
1. Allitas: aeR? x,yeR, at=a".a” .

Biz.: Legyenek 7, — x és s, — y rac.taglsorozatok. &Y = lim (a""**)=lim (" -a* )= lim (") lim (¢*) = a*-a’. @

2. Allitas: aeR"  x,yeR, (@)Y =a"" . Biz.: Késébb bizonyitjuk. © p

3. Alltas: a,beR*  xeR, (a-b)* =a*-b".

Biz.: Legyen 7, > x rac.tagisorozat. (a-b)*= lim ((a-b)r") = lim (a" -b"")= lim (&) - lim (0" )= a* -b* . @

4. Alltas: aeR* a>1 = x,yeR, x<y esettn a*<a’,

a<l = x,yeR, x<y esetén a* > a’ .

Biz.:  Legyenek r, &> x ¢és s, — y ractagusorozatok, és x<r<s<y, r,s€Q. = IMeN Vnz2M r,<r<s<s, =

x ¥
ha a>1: a"<d <ad®<d® = a*=lim@@")<d" <a® <lim(@®)=a’; ha a<l1: (—j <(—j miatt o« > a’. @
a a

I11. aeR", x, > x (x,,xeR) = a"—>a". Bizonyitas: Az a=1 esetnyilvanvald, a=1 -re pedig:
I |
1. x=0 esetén: ha a>1,akkor ¢cR" IMeN l-g<a M < aM < 1+¢ (felhasznalva, hogy "ﬁ—) 1), és i -hez

1 1

1 1 . Y: IV .
ANeN Vn=N _ﬁ<x”<ﬁ miatt l-g<a M <a™ <aM <1+¢, tehat a™ — 1; ha pedig a<1, akkor
1 1™ -
— >1 = (—j -1 = a" > 1. 2. xeR, x,-x >0 = a"=a"""a" > la"=a". ()
a a
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| 4 2. Allitas: [aeR"  x,yeR, (@)’ =a"". Bizonyitas:

Legyen r, — x rac.tagl sorozat és reQ . Ekkor (a%) = (1im(ar" ))r = lim((ar" )r): lim(a")=a"" ,

igyha s, -y rac.tagasorozat, akkor (a*)’= lim((ax)S" )= lim(a**")=a*"7 . (]

EXPONENCIALIS FUGGVENYEK

Definicié : acR*\{1}, f:R—>R" f(x)=a* az a alapi exponencialis fliggvény. Jelolés: exp, .

Megj.: exp, szigorian monoton névé fiiggvény, ha a>1, szigorian monoton fogyé, ha 0<a<1.

LOGARITMUSFUGGVENYEK

Iv. aeR"\ {1}, beR", 3! xeR 4" = b. Bizonyitds: 1. a>1: IMeN a™<b<a" (ui a">+»).
d

q=-M, dy=M; é VneN fn:=c"; Lyocpm=fy, dpy=d,, ha alv <b; Cha1=Cp » dyy1=f, , ha aln>b.

= (Cantorkp.t) 3! xeR ¢, = x mon. névé, d, — x mon. fogyé = a~ — a*<b és a" > a*>b = a*=b.
1Yy 1

(Felhasznaltuk, hogy a konstrukcié miatt Vn e N a“ <b<a ) 2. a<l: 3J! xeR (—j = 5 = a'=b. @
a

Definici6 (a alapt logaritmus ) : aeR"\ {1}, beR", log,b:= x, melyre a*=b.

Kov.: 1. log,a =1 2. VxeR log,b" =x-log,b 3. vx,yeR" log,xy=log, x+log, y

4. vx,yeR" x<y = a>1 esetén log,x<log,y , O0<a<l esettn log,x > log,y.
V. aeR"\ {1}, x,>x (x,,xeR") = log,x,— log,x . Bizonyitas:  Ha a>1, akkor

1. x=1 esetén: ¢eR" IMeN Va>M a’< x,<ad® = -e<log,x,<e = log,x,—> 0 = log,1;

2. xeR", 251 = log,~ 2 =log,x,-log,x — 0 = log,x, — log,x .
X X

1

Ha O<a<l, akkor — >1 = log,x, — log,x, azaz -log,x, — —log,x = log,x,— log,x. @

a e e
a a

Definici6 : aeR"\ {1}, f:R" >R f(x)=log,x az a alapi logaritmusfiiggvény. Jelolés: log, .

e . €XPa 4 - logg
Az exponencialis és logaritmus- 1 a>1 | a>1

fiiggvények grafikonja:

(a=10 ¢és a=0.1 esetén )

a<l
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