I. ZARTHELYI, MEGOLDASOK (2003. november 12.)

0. Adjuk meg az f(x):=

(1+x)
a Taylor - sor definicidjanak alkalmazasaval,
a Binomialis tétel alkalmazasaval,
a hatvanysorok osszegfiiggvényének differencidlhatésagarol szolé tétel alkalmazasaval,
Cauchy - szorzat alkalmazasaval,

3 értékadassal megadott fiiggvény 0 kozéppontu Taylor - sorat,

b R S

adjuk meg a sor konvergenciaintervallumat, Osszegfiiggvényét !

1. ()= —3~(1+x)’4, " (x) = —3~(—4)-(1+x)’5, f(") (x)=(=D" ~%-(n +2)!- (1+x)_("+3) ( telj. indukcidval biz.hatd!),

(n) oy .
igy a T.sor: Z ﬂ-x” :1+Z M.x” :1+Z (_1)".%.(n+1).(n+2).x" :z (_1)n.w.xn.
o " D 2-n! 0 () 2

2. Ha n>1, akkor (_3]:(_3)'(_4)"“'(_3_”“)=(—1)”-Mz(—l)”%-(ml)-(mz), ez n=0,1 esctére is

n n! 2-n!
< (- (n+1)- (n+2)
fennall (a bin.egyiitthatok 1 ill.-3 ), igy Vxe(-1,1) (1+x)_3 = Z ( j x" = Z (- ——2—— "2 4" aT.-sorfejtés.
n=0

3. Vxe(-L1) ! 2:(— ! ]’z(i(—l)“l-x”J :i(—1)"*1-n-x”‘1:i(—1)"~(n+1)-x” és emiatt
n=l1 n=0

(I+x) I+x n=0

%:{—%%J :[—%~Z(—l)”~(n+l)-x” ] :—%-Z_;(—l)"-(n+l)-n~x"_1 = Z_(:)(—l)"-%~(n+l)~(n+2)-x”.

(1+x) (I+x) n=0

0

4. Vxe(-L1 ! = ! - [Z( " (n+l)x]-[i(—l)”.x"]=z[Zn:(—1)k.(k+l).xk.(—1)”_k.x”_k _
X

(1+x)°  (1+x)? n=0 n=0 \ k=0

= z [( n"-x" Z(k+1) ]: i (=) - x" .(% + (n+1)) = i (—1)”~W~x” a Taylor - sorfejtés.
k=0 n=0 n=0

Figyelembevéve, hogy asor az x=-1, 1 helyeken divergens (u.i.a sor tagjai nem tartanak 0 -hoz), a 2., 3., 4. sorfejtésekbdl mar

az 0sszegfiiggvény is azonnal adodik : (1 +id)_3 n’ az f fuggvénynek a (—1,1) intervallumra vald lesziikitése.
5. Hatarozzuk meg a Z (- ~;-(x—1)”+1 hatvanysor Osszegfiiggvényét !
0 3:6:9-...:3n
1 201 (1-x ) =

VxeR e (x =) = — (k-1 C (x 2| —1{=(-x)-(e 3 -1).

> T A )Z (=) 2| 5 (1-x)( )

n=1 n=0

2

6. Hatarozzuk meg a Z (—1)’”r1 & (x+2)" hatvanysor konvergenciasugarat ! Konvergens-e a hatvanysor az

) (3n)"
x=-7, x=—6, x=2 ¢ az x=3 helyeken?

= R :3Te. —7¢l é 3¢ u.i. tavolsaguk —2-t6l nagyobb R -nél.

n! nin
limsup ,/ —hmsup n =lim % " :%.
(3 )" n

1
e

7. Legfeljebb mekkora hibat kdvethetiink el, amikora (—1,1) intervallumon az x> ch x fliggvényt a 0 koriili negyedik
Taylor - polinomjaval kozelitjik ? Adjuk meg ezt a polinomot !  Becsiiljiikk meg a hibat az x =0.001 helyre vonatkozéan !

(6)
D) S B0 < 3= L2107 <2107,

és Vxe(-11) |chx TO4(x)|—|chx Tos(x)| <

2 4
X X
TO’4(.X) = 1+T+H




