7. Feladatok : (Tovabbi példak fiiggvények hatvanysorba fejtésével kapcsolatban )

1. Hatdrozzuk megaz (1-id )_2 figgvény 0 kozéppontu Taylor sorat és vizsgaljuk meg ennek konvergenciajat !

. 1 (-2 iy -2)-(-3)-(2-(n—-1
I. A binomislis tétel szerint, ha |x|< 1, akkor 5 = > ( J-(—x)” =1+ (-1)" (2 (2= 1) A =
(1 _x) n=0\ " n=1 n!
+00 (n+1)! +00 +00
=1+ Y (D' (=)"——=x" =1+ > (n+D)-x" = > (n+1)-x" (|x|21 esetén a sor divergens!).
n=1 n! n=1 n=0
. Az (1-id )72 fliggvény sorfejtését a hatvanysorok osszegfiiggvényének differencialhatésaga alapjan is megkaphatjuk :
1 + o0 1 1 H + oo + o0
| x| < 1 esetén =2 = = ( J =Y = Y (n+1)x" (x| =1 -re asor divergens !).
1-x =0 (1-x) 1-x n=1 n=0
+ o0
III. Felhasznalva, hogy |x| <1 esetén = z x", a Cauchy szorzat alkalmazisival is meghatirozhatjuk az —Q
-Xx =0 (1-id)

figgvény 0 hely koriili hatvanysorba fejtését

~

minden hatvanysor abszolt konvergens a konv. intervallum belsejében ! ) :

Vxe(-1,1) ;2 - {Jrioxn].[woxnj _ +ZO:O ixk-x”_k _ g[xnilJ = Jio(nJrl),xn
(1-x) n=0 k=0

k=0 n=0 n=0

2. Hatarozzuk meg a n-id") hatvanysor 6sszegfiiggvényét !
g y gluggveny:

1 . . .
a.) A hatv.sor konvergenciasugara, R =——— =1, smivel a sor a £1 helyeken divergens, a konv.intervallum (-1,1).
limsup "/ | n|

+ 0 + +© ’ >
b.) Ha xe(-11), akkor f(x):=nz=:1n-x"zx-nZ::1 n-x"_lzx-[nzz“l x”] :x-(ﬁ) =x- (1_(1)?;)(2_)() = (1fx)2
id

A z (n-id") hatvinysor ésszegfiiggvénye tehat: az 3
(1-1d)

fiiggvénynek a (—1,1) intervallumra valé leszlkitése .

Megj.: Az osszegfiiggvényt az 1. feladatban targyalt (1-id )_2 fgv. sorfejtése alapjan azonnal is megkaphattuk volna,

X

+ o +© T
felhasznalva, hogy Vxe(-1,1) = X > (n+D)x" = ) (n+1)-x"*" = > on-x".
(I-x) n=0 n=0 n=l1

3. Hatérozzuk mega Y (n*-id") hatvéanysor Ssszegfiiggvényét !

1

a.) A hatv.sor konvergenciasugara, R=—————— =1, a sor a =1 helyeken divergens, igy a konv. intervallum (-11) .
limsup”‘[ nz‘

b.) Legyen xe(-1,1), f(x)= zw n?ox", g(x)= zoo n-(n-x"1y, h(x) = ZOO nex". Ekkor
n=1 n=l1 n=l1
2
h(x) = X s g(x)=h'(x) miatt az oOsszegfiiggvényre : f(xX)=x-gx)=x- (=07 +2x-1-x) =Y d+x) .
(1-x)° (1-x° (-2

4. Hatirozzuk meg a Z ( % -id") hatvanysor 6sszegfiiggvényét !

1

A hatvanysor konvergenciasugara, R=——————=1, a sor a —1 helyen konvergens, az 1 helyen divergens, igy
limsup; |1/n|

+ o
. o _ 1
a konvergenciaintervallum [-1,1), melynek belsé pontjaiban az [ Osszegfiiggvény derivaltja: f'(x)= Z I
n=1

1-x
Ebbol, a 0 helyen vett 0 sordsszeg €s a —1-beli folytonossag alapjan, a hatvanysor osszegfiiggvényére: f(x)= —In(1-x).




5. Hatarozzuk megaz x> In (1+x) fliggvény 0 kdzéppontu Taylor sorat és vizsgaljuk meg ennek konvergenciajat !

+ o0 s an+l
Vxe(-L1) In'(1+x) =1L = > (-D"-x" . A jobboldali hatvanysor a Y (-1)"- id " hatvanysor derivalt sora
+X n+

n+l

+ o0
( konvergenciasugaruk 1), igy Vxe(-11) a [ Z =n"*- X .
=0 n+

] =In' (1+x) egyenldséget kapjuk (6sszegfiiggvény derivaltja).

+ 00 n+1
Ebbdl: Vxe(-1,1) In(l+x)=c+ z -n"- al T smivel In (1+0)=0, ¢=0. Figyelembevéve, hogy a sor x =1 esetén is
. : A . " 1)” 1
konvergens, s hogy itt Abel tétele szerint a sordsszeg In 2, kapjuk : Vxe(-1,1] In(1+x)= z

A Taylor sor tehata (—1,1] intervallumon eldallitja a fiiggvényt. (A Taylor sor dsszegfiiggvénye : a fiiggvény leszlikitése (—1,1 ] -re.)

n-1
Megj.: Hatehat —-1< x—-1 <1, azaz xe€(0,2], akkor In (x)—z Gl (x=1)", az In fgv. 1 koriili sorbafejtése.
n

n=1

Ebbél pedig, ha Re R* és % €(0,2], azaz x€(0,2R], akkor In ( Z 0 1) R -1)" , melybél kapjuk :

n—1
Vxe(0,2R] In(x) = In(R) + Z L (x—R)", az In fiiggvény R kériili sorbafejtése. (R kp.u Taylor sorba fejtés.)
o n-R"

6. Hatirozzuk meg az arctg fiiggvény 0 kdzépponti Taylor sordt és vizsgaljuk meg ennek konvergencidjat !

+ o0 s 12n+1
arctg’ (x) L , melyre ha |x| <1, akkor = > (-D"- x*" . A jobboldali hatvanysor a > D" id hatv.sor
1+ x2 2n+1
+0 x2n+1
derivalt sora ( konvergenciasugaruk 1), igy Vxe(-1L1) arctg(x)=c+ Z -n"- SRR s mivel arctg (0)=0, ¢=0.
n+

A sor x =11 esetén is konvergens ( Leibniz kritérium ), s Abel tétele miatt itt a sordsszegek: arctg (1) =7z/4, arctg (-1)=—-x/4.

x2n+l

= Vxe[-1,1] arctg(x)= Jio =D"- 5

A Taylor sor dsszegfiiggvénye tehat az arctg |[_1 1 fliggvény.

7. Hatarozzuk meg az areath fiiggvény 0 kozépponti Taylor sorat és vizsgaljuk meg ennek konvergencigjat !

1 + 0 . . : 12n+1 )
Vxe(-1,1) areath’ (x)= 5= > x*" . A jobboldali hatvanysor a > i hatv.sor derivalt sora (konv.sugaruk 1),
1-x n=0 n+
+ 00 x2n+1 +00 2n+1
igy Vxe(-11) areath(x)=c+ Y ———, smivel areath (0)=0,c=0. = Vxe(-L1) areath(x)= )
n=0 2 1 n=0 2” + 1

A Taylor sor tehat a teljes értelmezési tartomanyon eléallija a fliggvényt. ( A Taylor sor oOsszegfiiggvénye maga a fiiggvény. )

8. Hatarozzuk meg az aldbbi z ¢, (id—u )" hatvanysorok [ konvergenciaintervallumait !

a) Y.(n”-id"), peR": limsup ”,l|cn| :lim("\/;)p =1,1gy akonv.sugar 1. A *1 helyen divergensasor = [I=(-1,1).
b.) Z((1+l)‘”2-id")- limsup /| ¢, | =lim (1+14)™ =L/ igy a konv.sugar e. A e helyen divergensasor = I=(-e, )
. n . p ni|— n - e’ gy . g . - y g - ) .
2
c.) Z( -(id-2)" ) limsup "}/ | ¢, | =lim "y 27" =1, igy akonv.sugir 1. Az 1 és 3 helyen konvergens asor = [ =[1,3].
3" (=2 N I1+(=2/3)" ,
d) z( +( )" -(id+1)" ): limsup 1[ —11 —\/7—3,1gyak.s.%. A —%, —% helyen konv.sor = [ =[—%,—%].

e.) Z( n!-(id-=7)") : limsup ”1l|c,, | =lim W =+, igyakonv.sugar 0. = [ =[7,7] elfajuld intervallum ( ={7}).




