SOROZATOK fels6 és also hatarértéke (vazlatos bizonyitadsokkal)

Definicié: Azt mondjuk, hogy « eR a (c,) sorozat torlodasi pontja, ha a sorozatnak van « -hoz tartd

(cy, ) részsorozata: | ¢, @ (k—>+0)

Allitas: aecR a (c,,) sorozat torlodasi pontja pontosan akkor, ha «-nak minden kornyezetében a (c,) sorozatnak

végtelen sok tagja van.

Bizonyitas: 1. = : Legyen (cn,) o -hoz tartd részsorozat. « -nak barmely kdrnyezetén kiviil ezen (cn,) részsorozatnak csak
véges sok tagja lehet, igy végtelen sok tag (melyek egyben a (c,) sorozatnak is tagjai) a kornyezetnek eleme.

IL & : Mivel VeeR" az {n eN: ¢, €B(a,¢) } halmaz végtelen, az alabbi rekurzioval definialhatunk egy o« -hoz tarto

(¢y, ) részsorozatot: 1. ¢, =c¢;; 2. Ha ¢, mar definidlt tag, akkor ¢, -t valasszuk Ggy,hogy ny € {neN: ¢, € B(a,;/7)}
és my,q > ny teljesiiljenek. Igy (n;) valdban indexsorozat, és a részsorozat k >1 indexi tagjaira: Cpy, € B(a,T) , S emiatt Cp, DA,

hiszen ha geR"*, akkor Vk > [%}+1 Cn, eB(a,i) c B(a,e) ( % <¢ miatt ). @
Megjegyzés: Mivel minden sorozatnak van monoton részsorozata, igy minden korlatos sorozatnak van legalabb egy valds
torlodasi pontja (Bolzano-Weierstrass tétel), a nem korlatos sorozatok torlodasi pontjai kozott pedig vagy a +oo (ha feliilrol
nem korlatos) vagy a —oo (ha alulrdl nem korlatos) szerepel. (Egy sorozat torlodasi pontjainak halmaza tehat sosem az iires halmaz !)

Allitas: Barmely (c,) sorozat torlédasi pontjainak halmazdban van legnagyobb és legkisebb elem.

Bizonyitas: Legyen T a (c,) sorozat torlodasi pontjainak halmaza, o :=inf T, B:=supT . Aztkell bizonyitani, hogy o és
maguk is torlodasi pontjai a sorozatnak, vagyis barmely kdrnyezetiikben a sorozatnak végtelen sok tagja van. f -ra bizonyitjuk (« -ra a

bizonyitas hasonld) : T.fh. Be¢T = JgeR" B(B,¢) -ben legfeljebb véges sok tagja van a (c,) sorozatnak. Ez ellentmondas,

hiszen mivel B a T halmaz szuprémuma, I7eT t<p és e B(B,g), igy ha & e R" és B(r,e,)  B(B,g), akkor a

B(r,&,) -ben 1évo végtelen sok tag ( 7 torlodasi pontja a (c,) sorozatnak !) a B(f,¢) -nek is eleme. S

Definicié: A (c,) sorozat legnagyobb torlodasi pontjat a sorozat felsé hatarértéke—nek, vagy limesz szuperiorja-nak nevezziik és

limsup (c,) | -nel jeloljiik.

Definicio: A (c,) sorozat legkisebb torlodasi pontjat a sorozat als¢ hatarértéke —nek, vagy limesz inferiorja -nak nevezzik és

liminf (c,) | -nel jeldljiik.

Megjegyzés: A (c,) sorozatnak pontosan akkor létezik hatarértéke, ha | liminf (c,) | = | limsup(c,) (=lim(c,) )

—_ (=1 .o
padik: 1. ¢ = 0-CD)2 1

T={0,2} ( (c,) torlodasi pontjainak halmaza); limsup(c,)=2, liminf (c,)=0.

" 2" 43 ’
nT ., . .
2. ¢, =cos( )t T={-10,1}; limsup (¢,,) =1, liminf (¢,) =-1.
2n? 2n? . .
3. ¢, = P [ 7 } ;T ={O,%,%,%} ; llmsup(cn)zé, liminf (c,) =0.

4. Legyen (c,) olyan sorozat, melynek tagjai racionalis szamok és minden raciondlis szam legalabb egyszer szerepeljen a tagok

kozott; T=R ; limsup (¢,) =+, liminf (¢,) = —o0.
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