Matematika tanítása I.

Tételek és bizonyítások

Számtani és mértani közép kapcsolatainak bizonyítása

Készítette:

Szilágyi András
I. A tétel – esetleg a bizonyítás – megsejtését szolgáló feladatok.

Tekintsük a következő négy kérdést!

1. Kétféle minőségű áruból egy-egy kilót vásárolunk, egyiket 8 Ft-ért, másikat 12 Ft-ért. „Átlagosan” mennyit fizettünk egy kg-ért?

2. Gombatenyészetünk van, tejből kefirgombával kefirt csinálunk. A megszokott mennyiség napi 8 liter tej. Hetenként azonos arányú növekedéssel szeretnénk két hét alatt 12 literre növelni a na- ponta feldolgozott tejet. Egy hét múlva mennyi legyen a napi feldolgozás?

3. Egy autós A városból B városba utazott és ugyanazon az úton visszament. (Az út nem vízszintes.) Kocsija odafelé 8 km-enként, visszafelé 12 km-enként fogyasztott egy-egy liter benzint. „Átlagosan” egy liter benzinnel mekkora utat tett meg?

4. Két négyzetünk van. Az egyik oldalhossza 8, a másiké 12 hosszegység. Mekkora oldalhosszúságú az a négyzet, amelyből két egyformának az együttes területe egyenlő az eredeti két négyzet együttes területével?

Mind a négy feladatban ugyanannak a két számnak (8 és 12) különböző kapcsolatait vizsgáljuk.

A négy megoldás:

1. Az átlagár x Ft/kg. Ilyen áron 2 kg ára 2x Ft. A feladat szerint 8+12 Ft-ot fizettünk.

Így:

2x = 8+12

x = (8+12)/2

x = 10

A vásárlás átlagára 10 Ft/kg.

2. Jelöljük y-nal az egy hét múlva esedékes napi feldolgozást!

Az azonos arány miatt:

y/8 = 12/y
y2 = 8*12

y = 8*12)

y = 96 = 9,79795…

Egy hét múlva kb. 9,8 liter napi feldolgozás kell.

3. Az útnak sem a hossza, sem az ideje nincs megadva. Ezért vezessünk be egy új paramétert! Jelöljük a két város távolságát s-sel. Így az oda-vissza út hossza 2s.
Azt az átlagos távolságot, amelyet az autó egy liter benzinnel megtett, jelöljük u-val.

Oda
s úton
s/8 liter benzin fogyott,

Vissza
s úton
s/12 liter benzin fogyott.

Oda-vissza
2s úton
2s/u liter benzin fogyott.

Elfogyott benzin mennyiségére felírhatjuk:

s/8 + s/12 = 2s/u
osszuk s-sel

2/u = 1/8 + 1/12

Vegyük az egyenlet mindkét oldalának a reciprokát!

u/2 = 1/(1/8+1/12)

Innen:

u = 2/(1/8+1/12) vagy u = 1/((1/8+1/12)/2)

u = 2*24/(3+2)=9,6

Az autós egy liter benzinnel átlagban 9,6 km utat tett meg.

4. A keresett négyzet oldala legyen v, területe v2.

Így:

2v2 = 82 + 122
v = ((82+122)/2) = ((64+144)/2) = 104 = 10,19803…

A keresett négyzet oldala kb. 10,2 hosszegység.
Kaptuk:

4 feladat ugyanazzal a számmal, négyféle összefüggés négyféle eredménnyel.

Ha az előző két megadott szám helyett a-t és b-t írunk:

x = (a+b)/2
számtani közép

y = (ab)
mértani közép

u = 1/((1/a+1/b)/2)
harmonikus közép

v = ((a2+b2)/2)
négyzetes közép

Ezek közül a számtani és a mértani közepet már nagy valószínűséggel ismerik a diákok.

De azért mindegyik szerepeljen pontos definícióval.

Vizsgáljuk a négy példa alapján kiszámolt értékeket!

A(8;12) = 10

G(8;12) = 9,79…

H(8;12) = 9,6

N(8;12) = 10,19…
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Számegyenesen ábrázolva még szemléletesebb:

Mi történik, ha a két számot megváltoztatjuk.(definíciónak megfelelő számválasztással)

Ugyanezt a sorrendet kapjuk.

Tekintsük 10 és 15 kapcsolatát!

A(10;15) = 12,5

G(10;15) = 12,247…

H(10;15) = 12

N(10;15) = 12,747…

H(10;15) < G(10;15) < A(10;15) < N(10;15)

A közepek között megint ugyanazt a sorrendet kaptuk.

Mi van, ha a két szám egyezik?

A(10;10) = 10

G(10;10) = 10

H(10;10) = 10

N(10;10) = 10

H(10;15) = G(10;15) = A(10;15) = N(10;15)

Csökkenő sorrendre nem találunk példát.

Vajon ez mindig igaz (sorrend)?

II. A tétel bizonyítása

Tétel: Két nemnegatív a és b valós szám esetén

(ab)(a+b)/2

Bizonyítás: Mivel az egyenlőtlenség mindkét oldala nemnegatív, ezért a négyzetre emelés az eredetivel ekvivalens állítást fogalmaz meg.

abaab b

4ab a2 + 2ab + b2
0 a2 – 2ab + b2

0 ab2.

Az utolsó egyenlőtlenség nyilvánvalóan igaz, így a következtetések visszafele vizsgálatából kapjuk, hogy az eredeti egyenlőtlenségnek is igaznak kell lennie.

Az utolsó sor alapján meg tudjuk mondani mikor egyenlő két szám számtani és mértani közepe:

a = b esetén.

Tétel: Két nemnegatív a és b valós szám esetén

(a+b)/2  ((a2 + b2)/2)

Bizonyítás: Hasonlóan az előzőhöz. Mindkét oldal pozitív, ezért négyzetre emelhetjük.

2(a + b)2  4(a2 + b2)

0  (a - b)2
Sejtésünk helyességét bizonyítja.

Eddig: G(a;b)  A(a;b)  N(a;b)

Tétel: Két nemnegatív a és b valós szám esetén

1/((1/a+1/b)/2)  (ab)

Bizonyítás: A harmonikus közép képzésénél a nevezőben a két szám reciprokának a számtani közepe van. Ha helyette a két szám reciprokának a mértani közepét, azaz a számtani középnél kisebb vagy egyenlő számot írunk, akkor az alábbi egyenlőtlenséget kapjuk:

H(a;b) = 1/((1/a + 1/b)/2)  1/((1/a*1/b)) = 1/(1/(ab)) = G(a;b)

Sejtésünket ezzel igazoltuk:

H(a;b)  G(a;b)  A(a;b)  N(a;b)

Egyenlőség csak a = b esetén áll fenn.

III. A tétel megfordítása és annak bizonyítása

Mivel a tételnek nincs implikációval megfogalmazott formája, nincs értelme megfordításról beszélni.

IV. A tétel általánosítása

Eddig mindig csak két szám kapcsolatát tekintettük. Beszélhetünk – e több szám kapcsolatáról?

A közepek közötti egyenlőtlenség általában is igaz.

Legyenek a1;a2;…;an pozitív valós számok.
A(a1;a2;…;an) = (a1 + a2 +…+ an)/n
G(a1;a2;…;an) = n-dik a1a2…an)

H(a1;a2;…;an) = 1/((1/a1+1/a2+…+1/an)/n)

N(a1;a2;…;an) = a12+a22+…+an2/n

Az egyenlőtlenségek továbbra is fennállnak.

H(a1;a2;…;an)  G(a1;a2;…;an)  A(a1;a2;…;an)  N(a1;a2;…;an)

Bizonyításuk hasonlóan történik, mint amikor két számra vonatkozó közepeket vizsgálunk. (De ez a bizonyítás már nem hiszem, hogy a középiskola anyagához tartozna.)

V. A tétel alkalmazása problémák megoldásában

Ezek a tételek kiválóan alkalmazhatók szélsőérték feladatok megoldásában. Mivel középiskolában inkább csak a számtani és mértani közép közötti összefüggéssel foglalkoznak, most erre nézzünk példát.

1.példa

100 méter hosszúságú drótkerítéssel téglalap alakú területet akarunk körülkeríteni. Milyen hosszúnak válasszuk a téglalap oldalait, hogy a körülkerített terület a lehető legkisebb legyen?

Megoldás:

Jelöljük x-szel a téglalap egyik oldalának a hosszát. Ekkor a szomszédos oldal hossz 50 – x.

A téglalap területe:

t = x(50 - x)

Egyenlőség jobb oldalán kéttényezős szorzat. Próbáljuk meg használni a mértani közepet!

Mivel pozitív számokról van szó (a feladat feltételeiből adódóan), vonhatunk mindkét oldalból gyököt, így világosabban látszik a mértani közép alakja.

t = (x(50 - x))

A téglalap területének maximumát keressük. Nyilvánvaló, hogy t akkor a legnagyobb, ha t is a legnagyobb, azaz, ha a (x(50 - x)) mértani közép is a legnagyobb.

A mértani és számtani közép közötti egyenlőséggel:

(x(50 - x)) (x + (50 - x))/2

A számtani közép értékét viszont ismerjük, mert ez konstans, értéke: 25.

Kaptuk:

(x(50 - x)) 25

A mértani közép akkor lesz a legnagyobb, ha egyenlő 25-tel, azaz a számtani középpel. Két szám számtani és mértani közepe akkor és csak akkor egyenlő, ha a két szám egyenlő.

Tehát:
x = 50 – x = 25.

Vagyis x = 25 méternél lesz a terület maximális. A keresett téglalap mind a négy oldala egyenlő, vagyis az adott kerületű, maximális területű téglalap négyzet.

2.példa

Milyen pozitív x értékénél lesz az x + 3/x összeg minimális?

Megoldás:

Láthatjuk, hogy az x + 3/x két tagjának a szorzata konstans és emiatt gondolhatunk a számtani és mértani közép közötti kapcsolatra. Ez

(x + 3/x(x * 3/x),

egyszerűbben

x + 3/x  23

Emiatt x + 3/x akkor lesz a legkisebb, ha az értéke 23. Ez csak akkor lehetséges, ha az a két szám, amelyeknek a számtani és mértani közepét vettük, egyenlő.

Tehát az x + 3/x összeg az x = 3 értékénél lesz minimális.

Tétel / 6

